Forelesningsnotater i matematikk.
Beregning av Z-transformer.

2. Noen egenskaper ved Z-transformen.

Vi skal na se pa noen generelle egenskaper ved Z-transformen, og skal deretter bruke disse
egenskapene til & utlede Z-transformene til noen vanlige tallfglger.

2.1. Linearitet.
Vi starter med den egenskapen som vi benytter oftest: Z-transformen er lineaer. Mer presist:

Vi har to tallfglger {x,} og {y,} som har Z-transformene X (z) og Y (z). Daer
Z{a-x +b-y=a-X(2)+b-Y(z).

Bevis:

Z{a-x +b-y}=>(a-x +b-y )z =>a-xz“+>b-yz =a-X(@)+b-Y(2).
k=0 k=0 k=0

Eksempel 2.1: En tallfalge {x,} er gitt ved x, :5(1—(§)k), k=0,1,2,-.

Finn Z-transformen til denne tallfalgen.

Lasning: Vi benytter lineariteten samt resultatene fra Eksempel 1.2 og Eksempel 1.3:

x(z):z{s—s-(g)k}=5-z{1}—5-z{(§)k}=5-i—5- :

4=l h—t
bz 15z 52(3z-1)-15z(z-1) 15z%-5z-15z° +15z2
“z-1 32-1 (z-DBz-1) (z-D(Bz-1)

10z 10z Loz

“GEDE-D) (-z9B-zY) @-z9-1z)

Svaret er gitt i tre ulike versjoner fordi det noen ganger er hensiktsmessig a bruke en form,
noen ganger en annen form.

Oppgave 2.1.

2.2. To spesielle setninger.
De to neste setningene er nyttige nar vi skal finne Z-transformen til visse tallfglger:

En tallfalge {x } har Z-transformen X (z). Da gjelder:
e Tallfglgen {a*-x,| har Z-transformen X (1z).
dx (z)

e Tallfolgen {k-x,} har Z-transformen —z- =
z
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Bevis: Vi vet at
X(2) =Xy + X2 4+ X2 2 4 X2 2 e b X 2 e
Da blir
Z {akxk} =X, +axz raixz i +atxz P+ ratx 2

:x0+x1-(§z)71+x2-(%z)fz+x3-(§z)73+~-+xk(§z)fk +=X (L2

~—

Sa deriverer vi rekka for X (z). Da far vi:

dXdEZ) =—X22-2%2° 3%z = =k x 2K~

=2 (X2 +2X,2 4+ 3%, P+ ke X 2 )
=—z"-Z{k-x}
Na gjenstar det bare & multiplisere begge sider med —z, og beviset er ferdig.

Eksempel 2.2: | Eksempel 1.2 viste vi at Z {1} :il. Bruk dette til & finne Z {a*}.
Z —

Lasning:
z{at)=z{a Y=t

Som ventet stemmer dette med resultatet i Eksempel 1.3, men regningene er jo mye enklere.
Vi skal na finne Z-transformene til noen vanlige tallfalger:

Eksempel 2.3:
a) Finn Z-transformen til tallfglgene {k} og {kz} ved a ta utgangspunkt i at

z{1}=i.

b) Finn deretter Z-transformen til tallfglgen {k : ak} pa to forskjellige mater.

Lasning:
a) Z{k}=Z{k-1} =~z %[ﬁj :_Z'l(z(_l)l_)zz 1 :_Z( _11)2
_ o —

z 7t

T (-1 (-7

Z{kz}:z{k.k}:_z d( z ]:_Z_l-(Z—l)—z-Z(z—l)-l

“dz\(z-1) (z-1'
__Z-(z—l)(z—l—ZZ) _ . —z-1 _ 2(z+1) _ 71+ zY)
(z-1)" (z-1° (z-1°  (1-7?)
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b) Vikan ta utgangspunkti Z{k} og regne slik:

ol ¢l = = _ az _ azt |
Z{ a} Z{a } (é_lf (z—af (1—a24f

Eller vi kan ta utgangspunkt i at

z
Z{a"l=——
Hl=r2
som vi viste i Eksempel 2.2. Da blir
a— —_— . —_— _1
z{kaq=_LE{_LJ:_L§£_@_;£:_L a_ __a  a
dz\z-a (z-a) (z-a)" (z-a)" (1-az?t)

Disse resultatene er sa viktige at vi rammer dem inn:

-1

Z{k} Z Z

T2 (-2)
2 (k) = 2(z+1) _ 71+ z7Y)
(z-10°  (1-77?)

Z{k-ak}: az _ azt
(z-a) (1-az?)

Oppgave 2.2.

2.3. Z-transform til et samplet signal.
Nar en kontinuerlig funksjon f (t), t >0 samples med samplingsintervall T, vil verdiene

f(0), f(T), f(27), ..., f(KT), ... danne en tallfglge som kan Z-transformeres pé vanlig
mate. Vi far da Z-transformen
Z{f(KT)}=f(0)+ F(T)-zt+ f(2T)- 22+ F(KT)- 275+

Vi skal na Z-transformere samplinger av noen vanlige funksjoner.

Eksempel 2.4: Finn Z-transformen til funksjonene nedenfor nar de samples med samplings-
intervall T:

a) f(t)=t
by f(t)=t>.
c) f(t)=e”
d f(t)=t-e“

Lasning: For alle funksjonene erstatter vi t med kT der k =0,1,2,---. Da far vi:
a) Tallfaglgen blir

%) ={KT} =T -{k}
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Ved a benytte at
z

Zik{=——
tk] (z-1)
fra Eksempel 2.3a, far vi at

Tz Tz
Z{KT}=T-Z{k}= == =
(z-1)" (1-z%Y)

b) Tallfglgen blir
{5} ={kry?} =12 {i}.
Ved a benytte at
Z{kz}: 2(z+1)
(z-1)
fra Eksempel 2.3a, far vi at
Z{T%2}=T%.2{k? _Tl2(z+1) _T*z'(1+77)
(Z—l)3 (:I_—z’l)3

c) Tallfalgen blir

{x}={e="}= {(e”’T )k} ={a*} der a=e"".

Fra Eksempel 1.3 har vi at Z {ak} =L, slik at
z-a

akT | _ aT k _ z _ 1
Zye }_Z{(e )}_z—e‘”_l—e‘”zl'

d) Tallfglgen blir
- ={kT ~e“'”} =T -{k(e“T )k} =T ~{k~ak} der a=¢"".
Fra Eksempel 2.3b har vi at

az

Zlk-a¥l=—"_

{ } (z—a)’

slik at
Z{kT.e“‘kT}zT.Z{k.(eaT)k}z T-e"z _ T-e"z”

(z_g )2 B (1_eaTZ—l)2 '

Til slutt skal vi ta for oss sampling av sinus- og cosinus-funksjoner. Vi skal benytte et lite
trick for & finne Z-transformene til disse tallfalgene:

Eksempel 2.5: Finn Z-transformene til {sin(w-KT)} og {cos(e-kT)}.

Lasning: Vi benytter at

e =cosf+i-sing.
Da blir

Z {e"*"} = Z {cos(wkT ) +i-sin (kT )} = Z {cos(wkT )} +i- Z {sin (kT)}
slik at
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Z {cos kT } = Re(Z {e"”’”}), Z{sinakT} = Im(Z {e"””}).
Ved & benytte at

z
Zia“{=——,
' =—
far vi at
7 [ai-okT :Z{(eia)T)k}: Z_ _ z
{ } z—e“m"  z—cos(wT)—i-sin(wTl)

2((z=cos(wT))+i-sin(wT))
((z=cos(wT))—i-sin(wT))((z-cos(wT))+i-sin(wT))
22 —zcos(al ) +i-zsin(al)
(z-cos(@T))’ +sin(wT)
_ 2* —zc0s(wT ) +i- zsin(awT)
722 —2zc0s(aT ) + cos? (T ) +sin? (wT)
_ 7> —zcos(wT) il zsin(a@T )
2> —2zcos(@wT)+1  z°-2zcos(wT)+1

Dermed blir
: 22 —zcos(wT) 1-cos(wT )zt
Z{cos(wT)! =Re(Z{e“ )= = .
{ } ( { }) 22 -2zcos(wT)+1 1-2cos(wT)zt+2z72
) : zsin(wT) sin(wl )z
Z{sin(wT)!=Im(Z{e )= = .
{ } ( { }) 22 —2zcos(wT)+1 1-2cos(wT)zt+ 272

Vi avslutter med et siste eksempel:

Eksempel 2.6: Finn Z-transformene til {e“” sin(w- KT )} og {e”‘kT cos(w-KT )}.

Lasning: Her benytter vi resultatene i eksemplet foran, samt at nar Z {xk} =X (z) saer
z{a" - x}=X(tz).

Siden e“™ = (e“™)", kan vi direkte sette at
()" 22 e 2c0s(oT)
(e")" 22 — 26" zc0s(wT) +1
z?-ecos(wl)z 1-e“ cos(awl)z™
7 —2e“"cos(awT)z+e*T 1-2e“ cos(wT )z +e*7z7°

Z {e”‘kT cos(aT )} =

e “"zsin(wT)
(e) 22 —2e " zcos(wT) +1
e”" sin(wT )z _ e’ sin(wl)z™
22— 26" cos(wT )z +e"  1-2e“" cos(wT )z + 2772

Z{e”‘kT sin(a)T)} =
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2.4, Tabell over Z-transformer.
Na bgr vi lage en oversikt over de viktigste av de Z-transformene som vi har funnet:

{x} Z{x}

1
5 1 i
K z 1
{a} z-a 1-az’
z 7
k =
5 (z-0° -z
{kz} 2(z +1): 7 (1+z7Y)
(z-1°  (1-77)
{k-ak} az_ _ az’
(z-a)® (1-az?)’
Tz Tz

-1 (1-77)

T22(z+1) _ T2 (1+27Y)
(z-1)° (1-z1)°

Z_eaT 1_eaTZ—l

{
{ea-kT} z_ _ 1
{

T -e“"‘T} T-e"z _ T ezt
(7 g )2 (1- eaTZ—1)2
{cos(a)kT)} 7> —cos(awT)z _ 1-cos(wT)z™
72 —2cos(wT)z+1 1-2cos(wT)zt+127
fsin(okT)) sin(awl )z _ sin(wl)z™
2 —2cos(wT)z+1 1-2cos(wT)zt+272
{eakT cos( kT )} 2° —e“" cos(awT )z _ 1-e“ cos(wl )z
2> —2e“ cos(wT)z+e*" 1-2e“"cos(wT )z +e** Tz
{em Sin(a)kT)} e“"sin(wT)z _ e“Tsin(wT)z!
2° —2e“ cos(wT)z+e*" 1-2e“"cos(wTl )z +e** 727
Oppgave 2.3.

Eksempel 2.7: Finn Z-transformene til de tallfglgene som framkommer nar signalene
nedenfor samples 5 ganger pr sekund:

a) f()=e™.
b) f(t)=t-e?
c) f(t)=sin(2zt)+3cos(2xt)
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Lesning: Nar signalene samples 5 ganger pr sekund, er T = . Tallfglgene og Z-transformene
blir da:

a)  {x}={fkn)}={e*"}.

Z{eim} 2 —fe - 7 _Ze-é '

b)  {x}={f (D)} ={kT e},

Z{kT.e’%kT}: Te iz - fetz

z—e‘%T)2 (z—e’%)2 |

) {XJ}={sin(37KT)+3cos(37KT )} = {sin(2zkT )} +3{cos(2 kT )} .
sin(57-%)z 22 —cos(57-1)z
+3
22 -2cos(37-4)z+1 2 -2cos(37-1)z+1
_32%+(sin(}7)-3cos(4 7))z
- 2*-2(47)z+1
_322+(%\/§—3'%\/§)Z 322 — 2z

2-1\22+41 2 -2z+1

Z {sin($7KT ) +3cos(32kT )} =

Oppgave 2.4.

2.5. Forskyvning av tallfglger.

4 —————-
—+—-—-————---

N
o
o

=~V
o
iy

Figuren over viser to tallfglger {x} og {y,},der {y,} er framkommet ved at {x,} er
forskjavet to plasser mot hayre. Mer presist har vi at:

[0 ndr k=01
Yo~ X, nar k=234,

Vi skal nd finne sammenhengen mellom Z-transformene til to slike tallfglger {x} og {y,},
der {y,} framkommer ved & forskyve {x,} n plasser mot hgyre. Da far vi:
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.____________________________________________________________________________________________________________________________________|]
Bevis: Siden y, =0 ndr k <n, blir

Z {yk} =0+y,z2"+Y,,,2 + yn+ZZ_(n+2) T Z—n(yn n yn+1z—1 n yn+22_2 + )

=2 (X + X2+ X2 7 +o0) = 2" X (2)

—(n+D)

Setningen over kan (litt upresist) formuleres som en "tommelfingerregel”: A multiplisere en
Z-transform med z™* er det samme som & forskyve tallfglgen en posisjon mot hayre.

Figuren nedenfor viser den motsatte situasjonen: Tallfglgen {y, } er framkommet ved at {x, }

er forskjgvet to plasser mot venstre. Mer presist har vi at:
Ve =Xpr K=012,---

A Xk A yk .

-

- —————o
- ———-o
—J——-——e

[ ]
|
T 12

*
l
|
1

|
|
0 5 % 0

Ogsa her vil vi finne sammenhengen mellom Z-transformene til de to tallfalgene, men vi skal
forskyve {x,} n plasser mot venstre. Da fér vi:

Bevis:
-1 -2 —k -1 -2 —k
Z{yk}:y0+ylz Y, 2 A Y 2T A =X X g2 X, e X 2

Dette multipliseres med z™". Da far vi:

I
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—(n+1) —(n+2) —(n+k)

+X .2 X Z Hoe

27" Z{Y = X2+ X2
N4 legger vi til x, + Xz +x,2 2 +---+x_,27"™" pa begge sider. Da blir hgyresiden lik Z-

n+2 n+k

transformen til {x, }, slik at
2" Z{y (% X2+ %z 2 4 x 27 ) = X (2)

77 ".Z {Yk} =X (Z)—(X0 + X1Z_1 + XZZ_Z T Xn—lz_(n_l))
n-1
Z{yk} = Z”(X (Z)—Zxkz_kj
k=0
Og det var nettopp dette vi skulle vise.

Ogsé denne setningen kan (litt upresist) formuleres som en “tommelfingerregel”: A multipli-
sere en Z-transform med z er det samme som & forskyve tallfalgen en posisjon mot venstre.

Eksempel 2.8: Finn Z-transformen til en tallfglge {y,} nar:
0 nar k=012

D) W= {(2)k ° nir k=345,

b) y, =k+2, k=012

Lasning:
a) Benytter at
13« _ 1 2
Z{(z) }_1_221 _2_271'
Da blir
§ 27°
Z{y}=1 3'2{(%)k}= 5,1

Kontroll: Dersom vi benytter definisjonen pa Z-transform direkte, far vi at
Z{y}=0+0-21+0- 22 +(3) 27+ (¥ + (1 2+ (3) "2+

=2(() (@ 7 (@ () )

, k 2773
=2 ’ Z{(%) }:2_2—1
b) Benytter at
z
Zikl=———.
tk] (z-1)
Da blir
1
Z{k+2}=1 X, Z —Oz°—1z‘1j
{ [ kZ:(; “ j [(z 1)?
z° 22 2(2-22+1) 22°-72

=(z—1)2_Z=(z—1)2_ (z-1"  (z-1

Kontroll: Dersom vi benytter definisjonen pa Z-transform direkte, far vi at
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Z{k+2} =243z +4z7 +- 4 (k+2) 77"+
=722(222432°%+42% +- 4k ¥ +--2)

=22(0+12  +22% 4323 +42 + -+ kz ¥+ —(0+127Y))

=2*(z{k}-z")= 22((2 i

Den videre regningen blir som ovenfor.

—1z‘1j:osv...

Setningen om forskyvning mot hgyre kan brukes til a lage z-transformer for mange spesielle
tallfalger, slik eksemplet nedenfor viser.

Eksempel 2.9:
a) Finn Z-transformen til tallfelgen {x,} gitt ved
5-k nar k=015
Xk:{ 0 ndr k=6,7,8,
b) En periodisk funksjon er gitt ved

t nar 0<t<?
f(t)= , f(t+4)=1(t).
® {4—t nar 2<t<4 ( ) ®

Finn Z-transformen til den tallfalgen som framkommer nar denne funksjonen samples
med T =1, farste gang nar t=0.

Lasning:
a) For a skaffe oss oversikt, skriver vi ut noen av de ferste leddene i tallfalgen:
{x.}=1{5,4,3,2,1,0,0,0,0,--}.
Denne tallfalgen kan framkomme ved at vi starter med tallfglgen {5-k}, og legger til

tallfelgen {k} forskjavet 5 posisjoner mot hgyre (utover i tallfglgen). Mer presist:
0 nar k=01---,4
X, =5-—Kk+ ,
k-5 nar k=5,6,7,-
Na Z-transformerer vi ledd for ledd:
z z  52(z-1)-z 57°-6z2

Z{5-k}=5-—~- > = — = =
z-1 (z-1) (z-1) (z-1)
Dermed blir
X(z)=52 _622+z‘5-z{k}=52 _622+ S -
(z-1) (z-1) (z-1)

52* - 62 1 52°-62° +1
= >t 2= A 2
(z-1" 2*(z-1)° z*(z-1
Med litt fantasi kan vi beregne denne Z-transformen direkte ut fra definisjonen. Vi far
X(z2)=5+47*+32%+22°+77".
For & vise at dette uttrykket er identisk med lgsningen foran, tar vi utgangspunkt i at
2(2°-1) 2°-z
z-1 z-1
der jeg har brukt formelen for summen av en endelig geometrisk rekke. Derivasjon gir na

2+ +2%+20+2° =
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5 (5 ).
14974372 4495 54 = BT =D(z-D)-(z°-2) 1

(z-1)°
_62°—62°-z+1-2°+z 52°-62°+1
(z-1)° (z-1)°

N& gjenstar det bare & dele p& z*, og vi er i mal.

b) Figuren nedenfor viser et utsnitt av f (t), med samplingene inntegnet:
f(t)

}3 4

Z-transformen til de 4 farste samplingene blir

0+41.20 422241 2% =21+ 22 + 272) = 74 (1+ 22)°.
De neste 4 samplingene er identisk med de 4 farste, men de er forskjgvet 4 plasser mot
hayre. Z-transformen til disse 4 samplingene blir derfor

7.7 (1Y) = 25 . (14 )
Og slik fortsetter det, med at hver periode forskyves med 4 samplinger. Z-transformen til
hele tallfglgen blir derfor

X(2) =7 1+ +7°0+ 2 + 2@+ 22) + -

Z
1-z

) () =1 )

4

e (1+z%) 2 @Yt
T (1-2)+z?) (—zHA+zYH(+z?) Q-zYH(1+2z?)

Oppgave 2.5.
Oppgave 2.6.

Disse to forskyvnings-setningene danner grunnlaget for a bruke Z-transform til a lgse
differenslikninger. Men farst ma vi se pa invers Z-transform.

Bjegrn Davidsen, Universitetet i Tromsg. 2011.



	2. Noen egenskaper ved Z-transformen. 
	2.1. Linearitet. 
	2.2. To spesielle setninger. 
	2.3. Z-transform til et samplet signal. 
	2.4. Tabell over Z-transformer. 
	2.5. Forskyvning av tallfølger. 


