Forelesningsnotater i matematikk.
Z-transformen.

3. Invers Z-transform.

Vi skal na gi oss i kast med fglgende problem: Gitt en Z-transform X (z). Finn den tallfglgen
{X.} som har Z-transformen X (z). Vi sier at vi skal finne den inverse Z-transformen til

X (z). Mer formelt:

Dersom X (z) er Z-transformen til en tallfalge {x,}, séer
{x)=2*(X(2))

den inverse Z-transformen til X (z).

Dette problemet kan lgses pa flere mater. Vi skal ngye oss med disse metodene:
1. Brukav tabell.
2. Bruk av delbrgkoppspalting og tabell.
3. Bruk av polynomdivisjon.

3.1. Bruk av tabell.
Na ber du ha tabellen over Z-tranformer foran deg.

Eksempel 3.1: Finn invers Z-transform til disse Z-transformene:
a) X(z)= 0z
3z-1
21
(z-1)°
47

(2z-1)7°

by X(z)=

c) X(2)=

Lasning:
a) Her er det naerliggende a benytte at
K__ 2
Z{a"}= —
Vi omformer X (z):
6z L 2z k k
x(z>=32_1§: =2~z{(§)}=z{2-(§)}.

Altsa er
-1 62 . k
‘ (32—1)_{2(%)}'

b) Her er det nerliggende a benytte at
z
Zikt=——.
Vi ser da direkte at
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Z-transformen.
z-l( 22 j:z{k} _ (2K},

(z-1)°

c) Her er det nzrliggende a benytte at
Z {k - a"} __ %

(z-a)’
Vi omformer X (z):

X(z)= iz 2'(;)2= : 7 =2 - 2
22-0° (1) (z-3)°  (z-3)
22} -2foe ) -2l

Altsa er

N =

Oppgave 3.1.

Vi skal snart se at nar Laplace-transformen har andregradsuttrykk i z i nevneren, prgver vi a
faktorisere nevneren for deretter & delbrgkoppspalte. Men noen ganger er det ikke mulig a
faktorisere slike andregradsuttrykk i reelle farstegradsfaktorer. Da star vi ovenfor Laplace-
transformen til en samplet sinus- eller cosinus-funksjon, eventuelt kombinert med en
eksponentialfaktor.

Eksempel 3.2: Finn invers Z-transform til:

z
a) X(z2)=———
) 2°-z+1
—7
b) X(z2)=———
) 22 +2z2+4
22° + 3z
c) X(z)=——"_
) ( z2°+22+2

Lasning: | alle eksemplene kontrollerer vi farst at nevneren ikke lar seg faktorisere i reelle
farstegradsfaktorer. Denne kontrollen er ikke vist i lgsningene.

a) Her er det nzrliggende a benytte at

. _ sin(wT)z
z {Sm(kTW)} 22 -2cos(@wT)z+1"

Na&r vi sammenlikner nevnerne, ser vi at vi ma kreve at
—2cos(wT)=-1 < cos(wT)=% < ol =tir.

Vi begrenser oss til vinkler i omradet [O,7r> , slik at vi bruker T =%7z. Da blir
sin(aT) =sin(47)=1+3.
X (z) omformes da slik:
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7 z-sin(i7)
X(z)=— 2 2, 3 .
& 2" —z+41 ® 72-2.cos(iz)z+1
Da ser vi at
§ z : -
z 1(mj:%.{sm(k~§ﬂ)}:{%-sm(k%n)}.

b) Her er det neerliggende a benytte at

) e’"sin(wT )z
Z1e*sin(kTw)! = .
{ } 22 —2eT cos(wT )z + %7

Nar vi sammenlikner nevnerne, ser vi farst at vi ma kreve at
2
=4 o () =4 o e =42,

Siden e“*" blir amplituden i svingningen, er det naturlig & benytte e“" = 2. Da blir
koeffisienten til z:
—2e"cos(wT)=2 < -2-2cos(wl)=2 < cos(al)=-1 < al=2%r

nér vi begrenser oss til omrédet [0, 7). S& ser vi pa telleren. Da blir
e’ sin(wT)=2-sin(27)=2-13=+/3
slik at vi omformer X (z) til:

_z 2sin(27)z
X(z)=— =~ 1. 3 ,
(2 22 +2z+4 B 22-2.2c0s(2x)z+2°
Da ser vi at
§ -2 : :
2= (2 ()= 2in(k- 1)

c) Dette kan veere Z-transformen til {e“" sin(wkT)} og/eller {e*" cos(wkT )} . Begge disse
Z-transformene har samme nevner. Vi starter derfor med nevneren, og ser at
02T _ 9 o (eaT)Z 2 o e :\/E
der vi begrenser oss til den positive verdien. Videre blir
—2e“Tcos(wT)=2 < -2-4J2cos(aT)=2 < cos(wl)=-12
& ol =3rx
Da far vi at

Z {e”‘kT cos (kT )} =

22 —e“"cos(wT )z

2° —2e"" cos(wT )z +€T

A e

_22_2.\/5.(_% 2)2+(\/§)2_22+22+2
e’"sin(wT )z

7> —2e" cos(wT )z +e*"

_ \/E%\/EZ _ Z
22_2,\/5.(_%\/5)2+(\/§)2 22 +22+2

N4 omformer vi X (z) slik:

Z {e”’kT sin(akT )} =
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X (z)= . A-Z{e“" cos(aKT)} +B-Z {e“" sin(akT )
2 4+271+2
_A-(22+z)+ B-z  AZ+(A+B)z ’
2°+22+2 7*°+421+2 05 4 D 7
Sammenlikning av koeffisienter i teller gir na at
A=2,
A+B=3 < B=3-A=3-2=1.
Dermed blir

-1 2 2 3 akT akT .*

Z (%)=2~Z{e cos (kT )} +1-Z {e“" sin (kT )}
=Z{ﬁkcos(k-%n)}+{x/§ksin(k~%7z)}
={x/§k(2003(k-%ﬁ)+sin(k-%ﬂ))}

Oppgave 3.2.

Noen ganger ma vi benytte en av forskyvnings-setningene i tillegg til tabellen, slik
eksemplene nedenfor viser.

Eksempel 3.3: Finn invers Z-transform til:

1
a) X(2)=—=
22
by X(z)= .
(z+1)
Lasning:
a) Her benytter vi at Z{l}:il. Da omformer vi X (z) slik:
Z_
1 1 7 z
X(z)= = = =z?2. = _=7%.72{1
-z 2(z-1D z-1 z—1 &

Dermed har vi at
Zl( 1 j: 0 nér k=0,1
] 1 nd&r k=234,

b) Her benytter vi at Z{k-ak} _

Vi setter a = -1, slik at

(z—a)’

z{(—l)k-k}:(zjl)2 o (Zjl)z=—z{(—1)k-k}:z{(—l)k”-k}.
Da blir
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Oppgave 3.3.

3.2. Delbrgkoppspalting og tabell.

| Eksempel 3.2 invers-transformerte vi noen Z-transformer der nevneren ikke lot seg
faktorisere i reelle farstegradsfaktorer. Dersom nevneren lar seg faktorisere i reelle
farstegradsfaktorer, skal vi delbrgkoppspalte slik at vi far brgker av formen

1
zfazl—azlzz{ak}'

Teknikken er vist i eksemplene nedenfor. Merk at dersom vi bruker den farste formen, ma
delbrgkene ha z i teller, ikke bare en konstant slik vi er vant med fra far.

Eksempel 3.4: Finn invers Z-transform til:

z
a) X(2)=—7——.
272°-3z+1
7’41z
b) X(Z)=ﬁ
22 -1z-1
1+z*
c) X(z)= .
) 1-z*+27%-72°
Lasning:

a) Vi starter med a faktorisere nevneren:

3+49-8 3+1 (1
4 4

2z2°-32+1=0 < z

1
2
Daer
27° -32+1=2(z-1(z-4)=(z-1(2z-1).
Vi skal na finne to tall A og B slik at
z ~ z _ Az Bz A(22-1)+B2(z-1)
222-37+1 (z-1(2z-1) z-1 2z-1  (z-1(2z-1)
_(2A+B)z*+(-A-B)z

27 -3z+1
Sammenlikning av koeffisienter gir
2A+B=0
-A-B=1
Legger sammen likningene, og far A =1, som deretter gir B=-2A=-2. Da her vi at
X ()= z z 21 1 z

27°-32+1 z-1 22-1 z-1 z-%
Invers-transformering gir na

(== {@)}={-0) )

b) Faktoriserer nevneren:
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14 iyl 143 1
22-17-1=0 & z=22Y8 24 4={21
2 2 -7
slik at
2 2
7°+12 7°+12 Az Bz
X(Z): > =

22 -1z-1 (z—%)(z+%): z—%+ z+1

_Az(z+§)+Bz(z-%) (A+B)Z°+(;A-3B)z

2
(z2=3)(z+3%) (z2-3)(z+%)
Sammenlikner koeffisienter:
A+B=1

sA-1B=1
Multipliserer nederste likning med 2 og legger sammen:
2A=3 & A=2.

Da blir
B=1-A=1-2=-1
slik at
2
X (2) = 2z tZ o,z 7
z°-1z- Te=r T

2200 =23} {4} =" -(-3)).

Ser at
1-z2'+722-72°=(1-zY+z22(0-zY)=(1+z22)(1-z1).
Da blir
X (2) = 1+z7°" 1+z7!

1-7%+27-7° (1-zY91+22)
For a delbrgkoppspalte til braker som fins i tabellen, praver vi

W()e 47" A B+Cz'_ All+z?)+(B+Cz)(1-2")
(1-zH@+z?) 1-z' 1+z7 (1-zYQ1+2z?)
_A+Az?+B-Bz'+Cz'-Cz? (A-C)z?+(-B+C)z'+(A+B)
(1-zY1+z2?) (1-zY1+2?)
Sammenlikning av koeffisienter gir
A-C=0
-B+C=1
A+B=1

Legger sammen alle likningene, og far

2A=2 < A=1.
Deretter ngster vi opp:

A-C=0 & C=A=1,

A+B=1 < B=1-A=1-1=0.
Dermed har vi delbrgkoppspaltingen

1+z* 1 7

A= (1-z9@+z?) 1-z" T

Bjegrn Davidsen, Universitetet i Tromsg. 2011.



Forelesningsnotater i matematikk.
Z-transformen.

For & invers-transformere den siste bragken, benytter vi at

) sin(wT )z
z {sm(a)kT)} “1-2cos(aT)z +22

Her ma vi sette
cos(wT)=0 < al=ir < sin(wl)=sin(r)=1.
Dermed far vi at

_ i ) 1 s |
’ l(1—21+22—z3j:Z 1(1_le+z l(1+ z2]:{1}+{3'”(k'%77)}

:{1+sin(k-§7z)}

Oppgave 3.4.

3.3. Polynomdivisjon.

Dersom vi kun er interessert i de ferste verdiene i den tallfalgen som vi kjenner Z-transformen
til, kan vi finne disse verdiene slik det er vist i eksemplet nedenfor.

Eksempel 3.5: Finn de farste leddene i den tallfalgen som har disse Z-transformene:

a) X(2)= 6z (Se Eks. 3.1a).
3z-1

b) X(2)=—"t— (Se Eks. 3.2a).
z°-z2+1

Lasning: Vi starter alltid med & uttrykke Z-transformen ved z*.
a) X(z)= 6z__ 6_1.
3z-1 3-z
Sa utfarer vi delbrgkoppspaltingen
(6+0z'+0z2+0z° +---):(3-7")=2+27  + 222 + 277 +.-.

—(6-2z1)
277"
—(227-227)
(r*-32)

2 ,-3
A

Dette stemmer med resultatet fra Eksempel 3.1a):
k
{xk}:{z.(%) }:{ggff}
z 7

22_7+41 1-7'+22’
Sa utfarer vi delbrgkoppspaltingen

b) X(z)=
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(z'4+022+02°%402%+02°%+--): 1=z 42 =z 4222 ~z2°+72" ...

(zt=z2479)

z7%2-773
(z2-7z%+7)
— 2’4
—(=z*+2°-279)
—72°+7°
—(=z%+2°%-77)

Oppgave 3.5.

3.4. Start- og sluttverdi-setningene.

Nar vi jobber med fysiske malinger, er det ofte nyttig & kunne danne seg et grovt bilde av
hvordan signalene oppfarer seg bare ved & se pa Z-transformene til signalene. Her er det
startverdi- og sluttverdi-setningene kommer inn i bildet:

Dersom en tallfalge {x,} har Z-transform X (z), sder:
Startverdisetningen:  x, =lim X (z).

Z—>0

Sluttverdisetningen: ~ Dersom x, gar mot en fast verdi nar k — o, sd er
lim x, = Iin"ll((l— 77X (2)).

Bevis: Vi husker at
X(2) =X+ X2+ XZ et X 2+
Vi ser direkte at ndr z — oo vil ' -0, slik at lim X (z) = x, .

Z—>©

Beviset for sluttverdisetningen er litt mer plundrete. Men vi benytter at
1-z2)X (@) =(0=2) (% + X2 + %27+t %2  +1)
= (X + X2+ X2 2 et X 2 ) = (X2 X A X 2 )

=X (X% —=%)Z T H (X% =X )Z 2+ (X = Xy )T
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Viseratnar z—1vilogsd z' -1, slik at

|ZiLTll((l— 21)X (2)) = Xy + (X = %o )+ (% = X ) o+ (X = Xy )+
Her vil alle leddene unntatt "det siste” falle bort, slik at

|Zim((1— 27X (2)) = limx, .

Merk at vi ma forutsette at det virkelig eksisterer en fast verdi for det siste” leddet. Vi kan
heldigvis vise at:

X, gar mot en fast verdi nar k — oo hvis og bare hvis alle nullpunktene til nevner-

polynomet ligger innenfor enhetssirkelen i det komplekse planet, med unntak av ett
mulig nullpunkt for z =1.

Til skrekk og advarsel skal vi se pa Z-transformen fra Eksempel 3.2a og 3.5b:

Z
X(2) = ———.
2°—-z+1

Dersom vi er uforsiktige nok til & bruke sluttverdisetningen her, far vi at

Iimxk:Iim((l—z1)2;):Iim(z_l- - j:nmf;l:Q:o,
k> 21 2°-z+1) =1\ z 7°-72+41) =tz°-7+41 1
Men vi har sett at
{Xk}:{oa 1! 1! O; -1 )_11 01 1;"'}a
slik at x, gar apenbart ikke mot noen fast verdi nar k — oo . Dette stemmer med at
2-7+41=0 & z=1+i-13

som begge ligger pa enhetssirkelen i det komplekse planet. Dermed kan vi ikke bruke slutt-
verdisetningen her. La oss heller se pa et eksempel der sluttverdisetningen kan brukes:

Eksempel 2.10: | Eksempel 2.1 fant vi at
Qz_l
3

2{5(1-(3)' )} = x (@)= e rRreIY

Finn X, og !im X, Vved hjelp av start- og sluttverdisetningene.

Lasning:
limX (2)= | $2° 0
X, =lim X (z) = lim = =0.
v e w50(1-z71)(1-1271) (1-0)(1-0) =
Siden nullpunktene i nevneren er z=1 og z = £, kan vi bruke sluttverdisetningen:
(1-71) a7 2z 5 5
limx, =lim| (1-z7)- =lim———=Ilim——= =5.
koo K 721 (1_2*1)(1_%2*1) zell_%z‘l zalz_% 1_% =

Begge disse resultatene stemmer med at x, = 5(1—(%)k) .

Oppgave 3.6.

Na kan du bruke Z-transformen til a lgse differenslikninger eller se pa diskrete systemer.
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