Forelesningsnotater i matematikk.

Z-transformen.
I

4. Lgsing av differenslikninger.

4.1. Introduksjon.

Det er ganske vanlig at du far oppgitt noen av de farste leddene i en tallfglge, og deretter en

sammenheng mellom etterfalgende ledd. Da er det mulig a regne seg rekursivt fra ledd til ledd
i tallfglgen slik eksemplet nedenfor viser.

Losning: Vet at x, =1. Da blir
X =1x+1=1-1+1=3
X, =1tx+1=1-3+1=

1

2

=32X+1l=2.-I+1=

Ved a bruke Z-transform er det ofte mulig a finne en formel for ledd nr. k i en slik tallfglge.

Da far vi bruk for setningene om forskyvning av tallfalger fra kap. 2.5. Vi omformer og
forenkler disse setningene litt, og skriver dem slik:

Ved hjelp av disse setningene kan vi na Z-transformere differenslikninger.

4.2. Lineeere differenslikninger.
La oss vende tilbake til Eksempel 4.1, og finne en formel for X, :

Lasning: Vi Z-transformerer likningen, og husker at Z {1} = % Dafarvi:

I
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2 X (D) =2 % =2 X (2)+——
nry z-1

z  2(z-D+z 7

z-1 z-1  z-1

Sa lgser vi ut X (z), og delbrgkoppspalter:

z° 1 A B

(z-3)X(2)=z+

(z-Y)z-1 (1-iz%)0-zY) 1-iz*% 1-77
CAll-zY)+B(1-1z") (A+B)+(-A-1iB)z"
B (I (T (0
Sammenlikning av koeffisienter gir
A+B=1
-A-3B=0

Legger sammen likningene, og far
iB=1 < B=2

som videre gir
A=—3B=—3.2=-1.

Dermed er

X(z2)= 2 -

1-z7+ 1-4iz7
som invers-transformeres med tabell til

{x} :{2_(%)k}'

Vi ser lett at de forste leddene fra Eksempel 4.1 stemmer med denne formelen.

Eksempel 4.3: Bruk Z-transform til & lgse differenslikningene nedenfor:

a) X =0, x=2, X,y =3, —2X% nar k=0,1,2,---.

b) x,=6, x =20, X ., = 4%, —4X, nark=012,---.

c) X=1, x=2, Xeop = Xeiy — X, NAr k=0,1,2,---.

d x,=3, x=4, Xeip = Xy + 2%, +3-2 ndr k =0,1,2,---.
Lasning:

a) X, =0, X =2, X, =3X, —2X nar k=0,1,2,---.

Z-transformerer differenslikningen, setter inn startverdiene, og delbrgkoppspalter:
22 X(2)-22-0-2-2=3(z-X(2)-2-0)-2-X(2)

(22-3z+2)X(2)=2z

X(2)e 22 _ 2z _ 27"
22-32+2 (z-2)(z-1) (1-2zYQ1-z7)
__A . B _A0-z7)+B0-22") (A+B)+(-A-2B)z"
1-2z* 1-z' (1-2z79HQ-7Y) (1-2z1)(1-27)
Sammenlikning av koeffisienter gir
A+B=0
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-A-2B=2
Legger sammen, og far

-B=2 < B=-2 & A=-B=2.
Dermed blir

som invers-transformeres ved hjelp av tabell til

(X} ={2-2-2}={2(2" -1}

X, =6, x, =20, Xe.p = 4%, —4x, nar k=0,1,2,--.
Z-transformerer differenslikningen, setter inn startverdiene, og delbrgkoppspalter. Merk

hvordan delbrgkoppspaltingen gjares for a fa braker som lett kan invers-transformeres
med tabell:

22 X(2)-22-6-2-20=4(z2-X(2)-2-6)-4-X (2)
(22-4z+4)X(2)=62*+20z — 24z
6z°—4z 6z2°—-4z  6-41"

X(z) = 2 = 2 2
2°—-4z+4 (z-2) (1_22—1)
__A2z' B _2A7'+B(-27') B+(2A-2B)z"
(1-2z1) 1-2z2° (1-221) (1-221)
Sammenlikning av koeffisienter gir
B=6
2A-2B=-4 < A=B-2=6-2=4
Dermed blir
-1
X (2)= 4. 2z 1

2 T 6- 1
(1-2z1) 1-2z
som invers-transformeres ved hjelp av tabell til
(%} ={4k-2“+6-2"} ={(2k +3)- 2}

X, =1, X =2, X0 = Xeup — X, NAr k =0,1,2,---.
Z-transformerer differenslikningen, og setter inn startverdiene:

22 X(2)-7*1-2-2=2-X(2)-2-1-X(2)

2 -1
(2-z+DX(2)=2*+272-7 < X(2)= 22 o 1+1Z :
2°-2+1 1-z7+7

Nevneren lar seg ikke faktorisere i reelle farstegradsfaktorer. Tabellen tyder da pa at den
ma vere av formen

1-2cos(wT )zt + 272,
Daer

2cos(wT)=-1 < cos(aT)=1 = olT=iz = sin(eT)=13

slik at vi ma splitte opp X (z) pa denne maten:
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1-cos(wT )zt . sin(wl)z™
1-2cos(wT )zt + 7272 1-2cos(wT)zt+ 272"
All-1z7)+B 432" A+(-1A+1y3B)z"

X(z2)=A.

2

1-z'+27° 1-z1t+772
Sammenlikning av koeffisienter gir na
A=1
~1A+13B=1 & 1J3B=1+1.1=2 o B=43
Dermed blir
1-cos(irz)z* sin(iz)z™
X (2)=1 Gr)2” | 5. sinGr)z”
1-2cos(37)z '+ 72 1-2cos(3z)z +2

som invers-transformeres til

{X}= {cos(k 17)++/3-sin(k %n)} .

d) X, =3, x =4, Xeip = Xeog + 2%, +3-2 nar k=0,1,2,---.
Z-transformerer differenslikningen, setter inn startverdiene, og delbrgkoppspalter. Merk
hvordan delbrgkoppspaltingen gjgres for a fa braker som lett kan invers-transformeres
med tabell:

22 X(z2)-22-3-z2-4=2-X(2)-2-3+2-X(2)+3-

1-2z*
(22 —7-2)X(2) =322 + 47 —37 + >~ _(82°+2)(z-2)+3z _3z°-5z"+z
z2-2 z2-2 y )
X (2) = 32°-52+z _3°-52+z  3-52'+77
((z-2)(z+D)(z2-2) (z2-2°(z+1D) (1-222)(1+27)

A2z . B .\ C
(1-271)° 1-2z% 1+77

C2A7 (142 +BA-22) 1+ 2 +C1-221)

B (1-22%) (1+2%)
_2A7'+2Az?+B-Bz'-2Bz?+C—4Cz ' +4Cz?
) (1-22%) (1+2%)
_(B+C)+(2A-B-4C)z'+(2A-2B+4C)z*

(1-22%) (1+2Y)
Sammenlikning av koeffisienter gir

B+C=3
2A-B-4C=-5
2A-2B+4C =1

Skifter fortegn pa den midterste likningen og legger sammen. Da blir
9C=9 & C-=1

slik at
B=3-C=3-1=2.
Til slutt blir

2A=1+2B-4C=1+2-2-4.1=1 & A=1.
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Dermed blir
-1
X(z2)=1. 2 ~+2- L -+1 ! -
(1-2z1) 1-2z" 1+2°
som invers-transformeres til

()= {22t +2:2 4 (0} = {274 204 (D'

Oppgave 4.1.

4.3. Systemer av lineaere differenslikninger.

Dersom du har fatt tak pa teknikken med a lgse differenslikninger med Z-transform, vil det
ikke by pa store problemer & lgse system av slike likninger. Vi gar derfor rett lgs pa et
eksempel:

Eksempel 4.4: Lgs dette systemet av differenslikninger:
(D) Xy =—X +2Y, X, =1

(2) Yier = 2% +2Y, , Yo=0

Lasning: Starter med & Z-transformere begge likningene:
z-X(2)-z-1=-X(2)+2Y(2) (z+1)X(2)-2Y(2)=12

o
z-Y(z2)-z-0=2X(z2)+2Y(2) —2X(z2)+(z-2)Y(2)=0
Dette likningssystemet kan for eksempel lgses med matrisemetoder:

z+1 2 || x(2)] [z
2 z-2]|Y(»)| |0
(X)) [z+1 27" [z]_ 1 z-2 2 [z
Y| | -2 z-2] |0] (z+D(z-2)-4| 2 z+1]|0

~ 1 72> -2z
22-7-6| 2z

Faktoriserer nevneren:
22-72-6=(z2-3)(z-2),

slik at
r 91
X (2) = - -2z _ 1-2z _ A_1+ B_1
(z-3)(z+2) (1-3zYQ+2z7%) 1-3z"' 1+2z
_AlL+271)+B(-32Y) (A+B)+(2A-3B)z™"
(1-3zY)(1+22) 1-3z°
Sammenlikning av koeffisienter gir
A+B=1
2A-3B=-2

Multipliserer gverste likning med 3 og legger sammen:
5A=1 < A=1i,
B=1-A=1-3=%.
Dermed blir
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4
o < (={Ee ).

Na gjenstar det bare & finne y, . Det enkleste er ofte & benytte likning (1):

X =X T2y, < Y, :%(Xkﬂ + Xk)’
men for treningens skyld skal vi benytte samme framgangsmate som da vi fant x, :
2z 27! A B

(z-3)(z+2) (1-3zY)(@+2z%) 1-3z* 1+2z°
_AlL+2z1)+B(-321) (A+B)+(2A-3B)z"
(1-3z1)(1+2z7) 1-3z7
Sammenlikning av koeffisienter gir
A+B=0
2A-3B=2

Multipliserer gverste likning med 3 og legger sammen:
5A=2 < A=Z,
B=-A=-%.

Dermed blir

Y(z)=

—2
5

2
5
+
1-3z1 1+2z°

(v ={z-3 -2.(-2").

Oppgave 4.2.

Na vil jeg anbefale at du tar en titt pa diskrete systemer.
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