Forelesningsnotater i matematikk.
Grunnleggende trigonometri. Side 1

1. Grunnleggende trigonometri.

1.1. Vinkelmal.

Vinkler males tradisjonelt i grader. Utgangspunktet er da at en hel sirkel deles i 360 like store
deler, der hver del kalles en grad. En grad kan deles inn i 60 bueminutter, der hvert bueminutt
igjen kan deles inn i 60 buesekunder. I matematikken bruker vi sjelden denne inndelingen i
bueminutter og buesekunder. Nar det er ngdvendig a dele opp en grad, bruker vi heller vanlige
desimaltall.

I matematikk er det ofte hensiktsmessig & bruke et
annet vinkelmal, nemlig radianer. Nar vi maler en
vinkel i radianer, tenker vi oss at vi slar en sirkel med
\v sentrum i vinkelens topp-punkt. Da er vinkelens
radiantall lik forholdet mellom lengden b av den
sirkelbuen som vinkelen avskjerer og lengden R av
radien, slik figuren til venstre viser:

V=—
R

Omregning mellom grader og radianer skjer etter formelen nedenfor:

Nar g er gradtallet til en vinkel, mens v er vinkelen malt i radianer, er
g Vv
180 =«

Formelen falger av at forholdet mellom vinkelens gradtall og 360° er lik forholdet mellom
buelengden og sirkelens omkrets:

9 _b L 9.1
T

360 2zR 180

b v
R =z
Noen sammenhenger mellom grader og radianer for en vinkel er sa vanlige at vi bgr kjenne
dem. Tabellen nedenfor viser noen slike sammenhenger. Fyll selv ut de rutene som mangler!
Dersom du far problemer, kan du lgse oppgave 1.1. farst.

Grader 30 45 60 90 120 180
Radianer z z z 3—” 5—” 3—”
6 4 2 4 6 2
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1.2. Trigonometriske definisjoner for en rettvinklet trekant.

I utgangspunktet er de trigonometriske grunn-funksjonene sinus, cosinus og tangens definert
i forhold til en rettvinklet trekant pa denne maten:

Dette er illustrert i figuren nedenfor:

| praksis bruker vi gjerne kalkulator til & finne sinus, cosinus og tangens til en kjent vinkel. Vi
bruker ogsa kalkulator til & finne vinkelen ndr sinus, cosinus eller tangens er kjent. Da bruker
vi de inverse trigonometriske funksjonene som vi skal se na&rmere pa senere.

Lasning:
a) sinA=% & a=c-sinA=0.69m-sin44.1" = 0.69m-0.6959 = 0.48m.
cosA=% < b=c-cosA=0.69m-cos44.1’ =0.69m-0.7181=0.50m .
b) sinA=2 o oo - L2m _LAM_,n
c sinA sin36.9° 0.600 ——
tanA=E __a 1.24m =1.24m _165m.
b tanA tan36.9° 0.7508 ——
Oppgave 1.2.
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Etter denne innledende oppvarmingen kan vi se pa et mer komplisert eksempel:

Eksempel 1.2
B I den rettvinklede trekanten ABC til
venstre er strekningen AD =4,
/BAD =23.2°, 09 #/BDC =37.3".
o 37,3° : :
23,2 Finn lengdene av sidene AB, AC og BC.
A- / D C
4.00
Lesning:
B Av figuren servi at:
tan37.3 =
X
37 3¢ y y =Xx-tan37.3° =0.762x
23,2° ’ 0g at
X y
A D C tan23.2° =
4.00 x+4
' y=(x+4)-tan23.2° =0.429(x + 4)
=0.429x+1.72
Setter disse to uttrykkene for y lik hverandre, og far
0.762x=0.429x+1.72 < 0.333x=1.72 < x= ﬂ =5.17.
0333 —
Da blir
y=0.762x=0.762-5.17=3.94.
Na ngster vi opp:
AC =AD+x=4.00+5.17=9.17.
BC=y=3.94.
sin23.2 =L o AB-—Y -39 1500,
AB sin23.2° 0.394 =——
Oppgave 1.3.
Fra figuren til venstre far vi at:
c .
a tan A= A
COsSA
sin? A+cos*A=1
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Grunnleggende trigonometri.

Den farste sammenhengen ser vi slik:
sinA
Cos A

=tan A.

olo |olw

a
b

i matematikk.

Den siste sammenhengen fglger av Pytagoras’ velkjente setning:

2 b2

a’+bh’=¢* < a—2+—2:1 o (sinA)? +(cosA)’ =1.
c® ¢

Dessuten benytter vi den vanlige skrivematen sin?
cosinus.

Eksempel 1.3:

A istedenfor (sin A)?, og tilsvarende for

a) Duvetat sin A==.Finn cosA og tan A uten & finne vinkelen A farst.

b) Duvetat tan A=2.Finn sin A og cosA uten

Lasning:
a) NarsinA=2, blir

coszAzl—sinzAzl—(i)2 =160 _ 25 _ 1

13 169 169 ~ 169
Da blir

i B
tanAzsmA:E:i.
cosA 3§ 12
B
c=13 =
Dette gir
cosAzgzg,
c 13
tanA=E:£.
b 12

a finne vinkelen A farst.

& COSA= i -1z

Dette kan vi ogsa finne ved hjelp av den
rettvinklede trekanten til venstre. Nar
sin A=2, velger vi maleenhetene slik at

a=50g c=13. Dermed blir
sinA=2=2,
Da blir
b=+c2—a? =13 - 52
=+/169— 25 =+/144 =12

b) Oppgaven lgses enklest med utgangspunkt i en rettvinklet trekant av samme type som i
del a). Nar tan A=2, velger vi maleenhetene slik at a=3 og b=4. Dermed blir

tanA=2=2,
Da blir

c=va’+b? =3 +4 =/9+16 =/25=5.

Dette gir
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SinA=

o] & o] w

COSA=

o|loc ol

Eksempel 1.4: Finn en formel for sin A uttrykt ved tan A, og bruk denne formelen til a finne
SinA ndr tanA=2.

Lasning: Vet at

- - 2 - 2
tan A — Sin A o tan’ A stA _ sm_ ,26\ _
CosA cos“A 1-sin“A

Loser ut tan A ved & multiplisere med 1—sin® A pa begge sider av likhetstegnet:

tan? A(1—sin?A) =sin? A < tan’A—tan® A-sin> A=sin’ A
o tan?A=tan’ A-sin? A+sin>A=(tan> A+1)-sin? A

tan® A sinA—_tanA

— @ —
1+tan® A V1+tan® A

Setter inn tan A=2, og far
tan A s 4

A+t A S 2 -

< sin®A=

sinA=

55
+

|
H‘m

Oppgave 1.4.

Dersom du tar utgangspunkt i samme figur som far, og setter opp sinus, cosinus og tangens til
vinkelen B, vil du se at:

sinB =cos A, cosB =sin A, tanB:i.
tan A
| den rettvinklede trekanten er

A+B+C=180" < A+B=180-C=180"-90"=90° < B=90"-A
eller B=2— A. Av de to farste ssmmenhengene ovenfor falger né:

sin(£— A)=cos A
cos(£— A)=sin A
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1.3. Noen spesielle vinkler.

Selv om vi i dag har kalkulatorer som gir ut verdier for sinus, cosinus og tangens, er det ofte
nyttig a kjenne eksakte verdier for noen spesielle vinkler som forekommer ofte. Vi skal na se
hvordan vi kan finne fram til noen slike verdier.

Vi starter med vinkler pa 30° og 60°. Vi tar da utgangspunkt i
en rettvinklet trekant med vinkler pa 30° og 60°. Den fram-
kommer ved at det trekkes en rett linje fra et hjgrne til mot-
staende side i en likesidet trekant med sidelengde a slik figuren
til venstre viser. Da far vi at:

1

Z.

N | o

a
sin30° =2 =
a

Deretter finner vi cos30° slik:

sin?30" +c0s?30° =1 < (1) +cos?30" =1

4 4

& 08’30 =1-1=3 & 00330":\/§:§

Til slutt blir:
_sin30° 3

tan 30°

1
cos30° £ 3

Na er det lett a finne sinus, cosinus og tangens til 60°. Vi kan enten bruke samme figur og
samme framgangsmate som ovenfor, eller vi kan benytte at:

sin60° = cos(90° —60°) = cos(30°) = 2.

cos60° =sin(90° —60°) =sin(30°) =

I o= ”

_sin60" 4

tan 60° 2 =3,
cos60” § =
Sa tar vi for oss en vinkel pa 45° pa grunnlag av figuren til
venstre. Ved hjelp av Pytagoras’ setning finner vi at den lengste
siden blir
a
o Jal+a? =+/2a% = a2,
400 slik at
. a 1 1
sind5" = c0s45" = —— =—==4/2.
’ N
Da blir
tands =2 -1,
a =

Jeg vil anbefale at du na samler resultatene i tabellen nedenfor. Der bgr du ogsa fere inn
vinklene i radianer i tillegg til i grader.
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Vinkel i grader | Vinkel i radianer Sinus Cosinus Tangens
0
30
45
60
90

1.4. Generelle definisjoner av de trigonometriske funksjonene.
Hittil har vi holdt oss til rettvinklede trekanter. Da er det kun mulig a definere sinus, cosinus

og tangens for vinkler mellom 0° og 90°. Vi trenger imidlertid definisjoner som gjelder for
vinkler utenfor dette omradet. Dette ordner vi slik:

Sla en sirkel med sentrum i origo og radius R =1 i et vanlig (kartesisk) koordinatsystem. En
slik sirkel kalles en enhetssirkel. Trekk ei rett linje fra sirkelens sentrum slik at linja danner

en vinkel v med x-aksen. Linja skjarer sirkelen i et punkt P med koordinater (x,y). Se
figuren nedenfor.

Legg merke til at vinkelen v ikke trenger a ligge mellom 0° og 90°, selv om den gjer det pa
figuren.

Na kan vi definere sinus, cosinus og tangens slik:

Pa denne maten kan sinus, cosinus og tangens til en vinkel defineres ut fra koordinatene til et
punkt pa enhetssirkelen.

Sinus, cosinus og tangens er egentlig funksjoner der v er den fri variable mens sinus-, cosinus-
og tangens-verdiene er funksjonsverdier. Vi burde derfor skrevet v-en i parentes slik: sin(v),

.____________________________________________________________________________________________________________________________________|]
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cos(v) og tan(v). Nar vi taster inn pa kalkulatorer, ma vi som regel benytte denne
funksjons-skrivematen. I vanlig skrift er det imidlertid blitt vanlig a sleyfe parentesene nar
dette kan gjeres uten at det oppstar misforstaelser.

Na som sinus, cosinus og tangens er blitt funksjoner, kan vi ogsa tegne funksjonsgrafer.
Grafen for sinv blir y-verdiene til punktet P pa figuren, mens grafen for cosv blir x-verdiene

til P. For vinkler mellom 0 og 27z (eller 0° og 360°) blir grafene for sinus og cosinus slik:

| en enhetssirkel kan vi godt ha negative vinkler. Vi kan ogsa ha vinkler som er stagrre enn
27 . Generelt har vi at:

sin(v+n-27)=sinv, cos(v+n-27z)=cosv, n=123, -
Vi sier at sinus- og cosinus-funksjonene er periodiske med periode 2z . Dette medfarer at du
kan tegne sinus- og cosinus-grafer for alle mulige vinkler ved a kopiere sinus- eller cosinus-
grafene ovenfor og forskyve dem en strekning n- 2z i begge retninger.
P& grunnlag av sinus- og cosinus-verdiene kan vi na beregne tangens-verdier. Grafen til

tangens-funksjonen er vist nedenfor. Legg merke til at tangens-funksjonen ikke er definert nar
v=2Z ognar v=23r. Dette skyldes at nevneren (cosv) i uttrykket

erliknullndr v=% ognarv==3r.
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tan(v)
2.0+

1.0+

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
[
I
T
T

3 27V

1.0+

e T

2
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|

-2.0+

Av grafen merker vi 0ss at mens sinus- og cosinus-funksjonene er periodiske med periode
27 , er tangens-funksjonen periodisk med periode = .

Disse grafene for sinus, cosinus og tangens ber du kjenne sa godt at du uten videre kan
skissere dem opp. Merk spesielt verdiene for skjeeringene med v-aksen. For sinus- og cosinus-
grafene bar du dessuten kjenne og topp- og bunnpunkt, og for tangens-grafen ber du kjenne
de vinklene der grafen ikke er kontinuerlig.

1.5. Noen viktige sammenhenger.

1.5.1. Negative vinkler.

Figuren til venstre viser en vinkel v
sammen med vinkelen —v ien
enhetssirkel. Av figuren far vi:

|
I 1 : :
sinv/< | sin(—v) = —sinv
l cos ﬁ cos(—v) = cosv
: tan(—v) = —tanv
| cos(= J
sin(—v)< !
! Den siste ssmmenhengen far vi fordi
sin(—v
tan(—v) = (-v)
cos(—v)
—sinv
= =—tanv
cosV
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1.5.2. Supplementvinkler.

To vinkler u og v er supplementvinkler dersom u+v=r.

sin(z —+/v)

SI

cos(z —v)

Figuren til venstre viser de to
supplementvinklenevog u=7—-Vv ien
enhetssirkel. Av figuren far vi:

sin(z —v) =sinv
cos(z —v) =—cosv
tan(z —v) =—tanv

Den siste sammenhengen far vi fordi
sin(z —v)
—y)="2270
cos(z —v)
sinv
—CosV

tan (7

=—fanv

1.6. Inverse trigonometriske funksjoner.

Hittil har vi tatt utgangspunkt i en vinkel v og funnet sinus, cosinus eller tangens til denne
vinkelen. Men vi har ofte bruk for a ga motsatt vei: Vi kjenner en sinus-, cosinus- eller
tangensverdi, og gnsker a finne den tilhgrende vinkelen. Vi oppfatter da vinkelen v som
funksjon av sinus-, cosinus- eller tangensverdien. Slike funksjoner kaller vi inverse
trigonometriske funksjoner eller arcus-funksjoner. Vi har tre av dem:

Arcus sinus brukes til & finne en vinkel nar vi kjenner sinusverdien til vinkelen. Vi definerer
arcus sinus-funksjonen slik:

y=sinv < v=arcsiny.

Vi kan ogsé skrive v =sin™y istedenfor v =arcsiny.

1_

\sinv

\
=7t
\\

|
|
|
[
|
i
o
2

Det er et generelt krav til funksjoner at de
skal veere entydige. For arcus sinus-
funksjonen innebarer dette at nar vi kjenner
en sinusverdi, ma vinkelen veere entydig
bestemt. Dette medfarer at vi kun kan

benytte vinkler i omradet [ -Z, . Dersom
vi tillater vinkler utenfor dette omradet, er

ikke vinkelen entydig bestemt nar vi kjenner
sinus-verdien.
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Arcus cosinus brukes til & finne en vinkel nér
vi kjenner cosinusverdien til vinkelen. Vi

1-RZ0SV definerer arcus cosinus-funksjonen slik:
Yy =COSV <> V=arccosy.

. ¥ : ”:v Vi kan ogsa skrive v =cos™y istedenfor
nZ £ _ /

| ; 2 d : vV =arccosy .

L L

| | / . .

L/ L For at arcus cosinus-funksjonen skal veere
-1+ entydig, kan vi kun benytte vinkler i omradet

[0, 7], som angitt pa figuren til venstre.

Arcus tangens brukes til a finne en vinkel nar vi kjenner tangensverdien til vinkelen. Vi
definerer arcus tangens-funksjonen slik:

y=tanv < v=arctany.
Vi kan ogsé skrive v =tan"v istedenfor v =arctany.

For at arcus tangens-funksjonen skal veere entydig, kan vi kun benytte vinkler i omradet
<—§, §>. Dette innser du ved & se hvordan tangens-grafen ser ut.

Vi oppsummerer:

y=sinv, ve[-%,%2] < v=arcsiny=siny

y=cosv, ve[0, 7] < v=arccosy=cos'y

y=tanv, ve(-Z,Z) < v=arctany=tan'y

Eksempel 1.5: Hvaer:

a) arcsin(4)?

b) arccos(-1)?

c) arctan (1) ?

Lasning:

a)  arcsin(1)== (eller 30°) fordi sin(£)=1%.

b) arccos(-1) = r (eller 180°) fordi cosz =-1.

c) arctan(1) == (eller 45°) fordi tan(%)=1.

Oppgave 1.5.
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1.7. Vinkler med samme sinus- eller cosinus-verdi.

Selv om arcus-funksjonene kun er definert innenfor begrensede vinkelomrader, ma vi ofte ga
utenfor disse omradene. Vi skal na se hvordan vi kan finne flere forskjellige vinkler som har
samme sinus-verdi eller samme cosinus-verdi. Vi starter da med a tegne en sinus-graf, men
forlenger den i begge retninger sa langt vi har behov for. Vi far da en figur som vist nedenfor:

LNy

\sinv

N\

<V

|
|
|
|
. i
37 TV EZ. 3z

2 2
|
|
|

RTINS S
<

|

|

|

|

. |

_ oz 37
2

v

Pa figuren har vi tegnet inn en horisontal linje for en tilfeldig verdi av sinv. Videre er det
avmerket tre forskjellige vinkler som har samme sinus-verdi. Vi ser at

sinv=sin(z—-v)=sin(2z+v).

Legg spesielt merke til den farste likheten:
sinv=sin(z-v).
Den siste likheten,
sinv=sin(2z +v),
kommer av at sinus-funksjonen er periodisk med periode 27 .

P& samme méte kan vi tegne en cosinus-graf, og forlenge den forbi omrédet [0, 27]. Vi far da
figuren nedenfor:

/AN\cosv

N

27—V 2w +V

! | / ! N
I | 5 | ”~
- v lov i T\ v 2r v 3r v
2 2 : 2

|

|

|

|
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Pa figuren har vi tegnet inn en horisontal linje for en tilfeldig verdi av cosv. Videre er det
avmerket 4 forskjellige vinkler som har samme cosinus-verdi:

cosv =cos(—v) =cos(27 —v) =cos(2z +V) .

Vi kan faktisk sette opp disse sammenhengene uten a tegne cosinus-grafen farst. Vi vet fra far
at

cosv =cos(—v).

Videre vet vi at cosinus-funksjonen er periodisk med periode 2z . Da er ogsa
cos(—v) =cos(27—v),

0g
cosv =cos(27z +V).

Enhetssirkelen er sveert nyttig til & oppdage
sammenhenger mellom vinkler. Av figuren til
venstre skal det veaere mulig & se at:

sin(—v) = —sinv
cos(—v) = cosv

sin(z —v)=sinv
cos(z —Vv)=—cosv

sin(7z +Vv) =—=sinv
cos( 7z +V) =—cosv

Eksempel 1.6: Bruk graf og/eller enhetssirkel til & finne de vinklene v som er slik at:
sinv=—2, 0<v<2r.

Lasning:
AN sinv Pa figuren har vi tegnet inn en sinusgraf,
T og linja sinv=-1.
Linjene skjeerer hverandre ndr v=—=.
7 Dette ser du fordi du vet at sin(%£) =4
6" 6 og at sin(—v) =—sinv. Da mé
|
|

[
[
[
[
[
[
Y N N sin(-2)=-1.
? L 2 I |2 : Men denne verdien ligger ikke i omradet
[
[

/ 2 0<v<2x.Vimaderfor legge til 27,
. og far at
A+ v=—=Z427=4

Men du far en lgsning til. P& grunn av symmetrien rundt v =27 ser du at denne lgsningen ma
bli

m|"
S
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_ T _
V=7 t2=

o~

T .

En mer formell framgangsmate er & benytte at sin(z —v) =sinv. Da blir

sin(—£) =sin(z - (-%)) =sin(% 7).

L SinV Sa var det bruk av enhetssirkel. Pa figuren til venstre har
vi tegnet inn stiplede linjer for sinv=3 og sinv=—1.

Du vetatndr v==Z er sinv=1.
Da ser du av enhetssirkelen at de to vinklene som har

sinv=—% er

v

—_z 7
V—6+7Z'—6

1_

2 0g

— _z_1
V=2r—-%=%7.

Oppgave 1.6.

Na har du de kunnskapene du trenger til & ga lgs pa generelle trekantberegninger. Dersom du
er interessert i navigasjon, kan du deretter se pa sfeerisk trigonometri.

1.8. Enkle trigonometriske likninger.

Vi far ofte bruk for & lgse likninger som inneholder trigonometriske funksjoner. Det fins ingen
standard metoder eller formler for a lgse slike likninger. Men noen teknikker gar igjen, og vil
bli demonstrert i eksemplene nedenfor.

Eksempel 1.7: Lgs disse likningene:
a)  sinx++3cosx=0, xel0,2z].
b) 2sinx-sinx=1, xe[0, 27].

c) sin®x—sinx-cosx =0, x [0, 2x].

Lasning:

a) Vimerker oss at cosx =0 ikke kan vere lgsning av likningen. For nar cosx =0, er
sinx =+1, og da er ikke likningen oppfylt. Vi kan derfor dele likningen pa cosx uten a
risikere & dele pa null, og far en likning i tan x :

sin X COS X
+3 -0 < tanx=-+3.
COS X COS X

Bruker vi na kalkulator, far vi at x =—%. Men denne verdien ligger ikke i grunnmengden

som er [0, 2z]. Men vi vet at tangens-funksjonen er periodisk med periode 7. Vi far

derfor at

X=—%+7m=

Y
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X=—Z+27=3rx

er brukbare lgsninger. Lasningsmengden blir da

2 5
(27, 37).

b) Dette er en andregradslikning i sinx. Vi far ved hjelp av formel at

2sin’x—sinx=1 < 2sin’x-sinx-1=0

sinx =

~(Dy(-1 -4-2.(-D 1148 _1%3

1
2.2 4 2 =

Det er kun en x-verdi i omrédet [0, 277] som gir sinx=1, og deter x=%

Fra Eksempel 1.6 foran vet vi at ndr sinx=—1 og x [0, 2z],sder x=%7 eller

x =47 . Sammen med lgsningen x =2 far vi at lgsningsmengden blir
(%72’, i, %ﬁ) .
c) Ogsa dette er en andregradslikning. Men her er sinx felles faktor i begge leddene, og kan
settes utenfor parentes:
sin?x—sinx-cosx=0 < sinx(sinx—cosx)=0.

Na vet vi at et produkt er lik null hvis og bare hvis minst en av faktorene er lik null. Dette
gir, ndr x [0, 2r]:

sinx=0 v sinx—cosx=0
g
(x=0 v x=7z) v (tanx—1=0)

g
(x=0 v x=z) v (tanx=1)
g
(x=0 v x=7z) v (X=%_7z

1 — 5
Vo x=im+r=47)
Lesningsmengden blir altsa
1 5
(O, T T, 27[).

Oppgave 1.7.

Bjegrn Davidsen, Universitetet i Tromsg. 2008.
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1.9. Noen trigonometriske identiteter.

Vi kan utlede en vrimmel av trigonometriske identiteter. Vi har allerede sett pa noen slike, der
sammenhengene

0g
sin®v+cos’v =1
er de viktigste.

Jeg skal uten bevis fare opp to nye identiteter som kan danne utgangspunkt for mange andre:

Du finner bevis for disse identitetene i et eget notat.

La oss se pa noen av de mange formlene vi kan utlede pa grunnlag av disse to. Vi starter med
& benytte at sin(—v) =—sinv og at cos(—v) = cosv. Da fr vi at:

sin(u—v) =sin(u+(-v))
=sinu-cos(—v) + cosu - sin(-v)
=sinu-Ccosv —Ccosu-sinv

cos(u—v) =cos(u +(-v))
=cosu - cos(—v) —sinu-sin(—v)
=COSU-CcoSV +Sinu-sinv

Dersom vi setter u =V i formlene for sin(u+v) og cos(u +Vv), far vi disse nye identitetene:

Alle disse identitetene (og flere til) er grundigere behandlet og bevist i et eget notat om
trigonometriske identiteter. ldentitetene for sin(u+v) og cos(u +Vv) benyttes ogsé i et notat
om generelle sinus- 0g cosinus-funksjoner, som er nyttig bl.a. innenfor elektronikk og
elektroteknikk. Disse notatene er nyttig som bakgrunn for et notat om trigonometriske
likninger og ulikheter som gar lenger den innfgringen som ble gitt forrige punkt.

Bjorn Davidsen, Universitetet i Tromsg. 2008.
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