Forelesningsnotater i matematikk.
Trigonometri. Trekantberegning. Side 1

2. Trekantberegning.

| det innledende notatet om trigonometri konsentrerte vi 0ss om rettvinklede trekanter. Men
de fleste trekanter vi kommer bort i i praksis, er ikke rettvinklet. Vi skal na se pa setninger
som brukes i slike situasjoner.

2.1. Sinusproporsjonen.
Den farste setningen kalles sinusproporsjonen eller sinussetningen:

La A, B og C vere hjgrner i en vilkarlig trekant. La a, b og ¢ vere hjgrnenes motstaende sider.
Daer:
sinA_sinB _sinC
a b c

Setningen bevises ved hjelp av figuren nedenfor, der hjelpelinja h star vinkelrett pa AC mens
hjelpelinja y star vinkelrett pa forlengelsen av AB. Merk at to av vinklene er mindre enn 90°,
mens den tredje er stgrre enn 90°.

A

Vi starter med & merke oss at

sinA:D < h=csinA

c
og at
sinC :E < h=asinC.
a
Vi setter disse to uttrykkene for h lik hverandre, og far
. . sinA sinC
csinA=asinC & —=——.
a C

Videre ser vi at

sinA== <& y=bsinA

O |I<

og at
sin(180'-B)=Y < y=asin(180"—B)=asinB.
a
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Vi setter disse to uttrykkene for y lik hverandre, og far
bsinA=asinB < M:ﬂ
a b

Ved a sette disse to resultatene sammen, far vi sinusproporsjonen. Merk at setningen gjelder
uavhengig av om vinklene er stgrre enn eller mindre enn 90°.

Eksempel 2.1: Finn siden b og de ukjente vinklene i en trekant der du vet at siden
a=>51.0cm, siden ¢ =80.0cm, og vinkel A=35.5".

Lasning:
C_ 4+ Trekanten er tegnet til venstre. Vi
bruker sinusproporsjonen til & finne
vinkel C:
sinC  sinA
o >
NS c a
sinC =sin A-E:sin35.5° 800
a 51.0

=0.911

Men vi vet at det er to vinkler mellom 0° og 180° som har sinusverdien 0.911. Dersom vi
velger den vinkelen som er mindre enn 90° (og som kalkulatoren gir ut) blir
ZC =65.6".
Da blir
£B=180"-ZA- £ZC =180"-35.5" - 65.6" = 78.9" .
Bruker igjen sinusproporsjonen til & finne b:
SinB _sinA = b:a~s!n—B:(51.Ocm) _
b a sin A sin35

.sin 78.9°

o

=86.2cm.

Den andre vinkelen som har sinusverdien 0.911, er
/C'=180"-65.6" =114.4".
Som du ser av figuren, gir ogsa denne vinkelen en lgsning som tilfredsstiller kravene i
oppgaveteksten (se den stiplede linja BC’). Dersom vi velger hjgrnet C’ istedenfor C, blir
/B'=180" - /A- /C'=180"-35.5"-114.4° =30.1".

Bruker igjen sinusproporsjonen til a finne b’:
sin B =smA - b':a-SI_nB =(51.0Cm).s_|n30.1 _44.0cm.
b’ a sin A sin35.5°
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Den tvetydigheten som framkommer i eksemplet ovenfor, vil vi alltid stgte pa nar vi bruker
sinusproporsjonen til & finne en vinkel. Vi ma derfor alltid stette oss til en god figur for a
avgjere om begge lgsningene kan brukes.

Oppgave 2.1.

Som du har sett av eksempel 2.1 og oppgave 2.1, kan vi fa to lgsninger nar vi bruker sinus-
setningen. | en del tilfeller kan det veere vanskelig & avgjere om vi kan bruke begge
Igsningene, eller om vi bare kan bruke den ene. Noen ganger kan det veare ngdvendig a
kontrollere med andre metoder. Da er setningen nedenfor uunnveerlig. Setningen brukes ogsa i
mange situasjoner der sinus-setningen ikke kan brukes.

2.2. Cosinus-setningen.
Den neste setningen kalles cosinus-setningen eller utvidet Pytagoras:

La A, B og C vere hjgrner i en vilkarlig trekant. La a, b og ¢ veere hjgrnenes motstaende sider.
Daer:

a’ =b? +c”—2bccos A

b? =a’ +c* - 2accosB

¢’ =a’ +b*-2abcosC

Merk at alle versjonene av setningen starter med kvadratet av en side og slutter med cosinus
til sidens motstaende vinkel. Dette er en grei huskeregel.

Vi skal utlede setningene ved hjelp av samme figur som ovenfor, der to av vinklene er mindre
enn 90°, mens den tredje er starre enn 90°.

A

Ved hjelp av Pytagoras far vi at

b2 =(c+x)* +y2 =(c? + 2cx + x?) + y? = ¢? + 2cx + (X2 + y?)
—c2+2cx+a?=c’ +2c(acos(180° - B)) + a?
=c”+2ca(—cosB)+a*=a’ +c¢° —2accosB
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Under veis har vi benyttet at

cos(180° —B) =X « x=acos(180°—B)=a(-cosB).
a

Vi ser altsa at setningen stemmer nar vinkelen er starre enn 90°. Na skal vi vise at setningen
ogsa stemmer for en vinkel som er mindre enn 90°. Pa ny benytter vi Pytagoras, og setter
opp:

c?=h?+(b-2)*=h*+(b?2 =20z +22) = (h? + z2) + b2 — 2bz
=a’+b?-2bz=a*+b?>-2b(acosC)=a’+h?—-2abcosC

Setningen stemmer altsa ogsa for en vinkel som er mindre enn 90°.

Den siste versjonen av setningen er falger direkte ved a bytte om bokstavene pa hjgrnene A
og C, og pa sidene a og c.

Eksempel 2.2: Bestem de sider og vinkler som ikke er kjent i disse trekantene:
a) Siden ¢ =70.0cm, siden b =85.0cm, og LA=29.0".
b) Siden a=46.6cm, siden b =63.6cm og siden ¢ =57.0cm

Lasning:

a)
Vi finner siden a ved hjelp av cosinus-
setningen:

a? =b?+c?—2bccos
=85.0+70.02-2-.85.0-70- COS(29°)
=1717

Da er

a=+1717 =414

70,0 J
|

Na er det fristende a finne en av de ukjente vinklene med sinusproporsjonen. Men da
stater vi pa den tvetydigheten som vi sa i forrige eksempel. Vi bruker heller cosinus-
setningen selv om den gir litt mer regning:

b?=a’+c’>—-2accosB <« 2accosB=a’+c?-b’
a’+c?—b® 1717+70.0° —85.0°
2ac 2-41.4-70.0

=-0.105

0g
£C =180" - ZA—- 2B =180"-29.0" - 96.0° =55.0".
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b) Her benytter vi bare cosinus-setningen:
C b®=a®+c”—2accosB
T & 2accosB =a’+c’ —b?
© 2 2 K2
Q)(bﬂ .g) cosB :u
o)) 28.C
_ 46.6° +57.0° - 63.6°
2-46.6-57.0
=0.259
Da blir
/ZB =75

Vi motstar fremdeles fristelsen til & bruke den enklere sinusproporsjonen, og benytter
heller den sikrere cosinus-setningen til & finne ZA:

a’=b’+c*-2bccosA < 2bccosA=b?+c?—a?
2, .2 .2 2 2 2

b +c“—a _ 63.6° +57.0° — 46.6 _ 0.7065

2bc 2-63.6-57.0 -

COSA=

Daer
ZA=450".

Til slutt blir
£C =180"- ZA—- £ZB =180"-45.0" - 75.0° =60’

Oppgave 2.2.

2.3. Arealsetningen.
Vi avslutter med en setning som er sveert nyttig ved arealberegning.

La A, B og C vere hjarner i en vilkarlig trekant. La a, b og ¢ veere hjgrnenes motstaende sider.
Da kan trekantens areal F beregnes slik:

F =ZabsinC =ZbcsinA=ZacsinB.

Merk at i alle versjonene er arealet lik halvparten av produktet av to sider, multiplisert med
sinus til sidenes mellomliggende vinkel.

Vi beviser setningen med samme figur som far, og tar med bevis for en vinkel som er mindre
enn 90° og en vinkel som er stgrre enn 90°.
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A

Vi ser at arealet blir
F=1c.-y=1c-asin(180" -B)=1c-asinB

eller at arealet blir
F=3b-h=3b-csinA.

Eksempel 2.3: En firkantet tomt ABCD har de dimensjonene som er vist pa figuren nedenfor.
Finn arealet av tomta.

Lgsning: Vi starter med a finne ZA:
BD? = AB°+ AD’-2-AB-AD-cosA < 2-AB-AD-cosA= AB’+ AD? — BD?
AB’ + AD’ —-BD®  47.0 +53.9° —56.8°
2-AB-AD 2-47.0-53.9

COSA=

=0.3726

Daer
/A=68.1
slik at arealet av aABD blir
Faep =3 AB- AD -sin A=%~47.0-53.9~sin(68.1")=11l3.

Sa finner vi ZC pa samme mate:
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BD?=BC?+CD?*-2-BC-CD-cosC <« 2-BC-CD-cosC=BC?+CD?-BD?
BC?+CD?—BD? 34.5°+48.3° -56.8° 0,089
2.BC-CD 2.34.5.48.3 —

cosC =

Daer
ZC =849
slik at arealet av AABD blir
Feeo =2-BC-CD-sinC =1.34.5.48.3-5in(84.9') =830.

Samlet areal blir da
1175m? +830m? = 2005m? .

Oppgave 2.3.

Hittil har vi holdt oss til plane trekanter og firkanter. Det blir mye mer spennende (d.v.s.
vanskelig) dersom trekantene befinner seg pa en kuleflate. D ma vi ty til sfeerisk trigonometri,
som danner grunnlaget for all navigasjon.
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