Forelesningsnotater i matematikk.
Trigonometriske identiteter. Side 1

3. Trigonometriske identiteter.

3.1. Innledning.

Vi har allerede sett pa og bevist noen viktige sasmmenhenger mellom trigonometriske
starrelser, for eksempel:
sin x
tanx =——-
COS X

sin?x+cos’x=1.

Slike sammenhenger kalles ofte trigonometriske formler. Det er imidlertid mer korrekt a kalle
dem trigonometriske identiteter, fordi de er utsagn som er sanne for alle verdier av den eller
de fri variable som inngar.

For oversiktens skyld skal jeg ogsa gjenta noen flere slike identiteter som vi har satt opp fer,
dels ved & se pa rettvinklede trekanter, og dels ved hjelp av enhetssirkelen:

sin(—v) =—sinv cos(—v) = cosv tan(—v) = —tanv

] ) 1

sin(Z —v) =cosv cos(Z —v)=sinv tan(Z-v)=——
(z-v) (z-v) (r-v)=L

sin(z —v) =sinv cos(z —v)=—cosv tan(z —v)=—tanv

| dette notatet skal vi starte med a bevise identitetene for sinus og cosinus til en sum og en
differens av to vinkler, og vise noen anvendelser av disse identitetene. Deretter skal vi se pa
noen andre identiteter som kan utledes pa grunnlag av disse.

3.2. Sinus, cosinus og tangens til sum og differens av to vinkler.
Vi har tidligere satt opp identitetene for sinus og cosinus til en sum av to vinkler:

sin(u+Vv)=sinu-cosv+cosu-sinv
cos(u +V) =cosu-cosv—sinu-sinv

Disse to identitetene danner grunnlaget for en mengde andre identiteter. Vi skal se pa de
viktigste av disse etter hvert. Den farste vi skal se pa, er de tilsvarende identitetene for en
differens mellom to vinkler:

sin(u—v) =sinu-cos(—v) + cosu -sin(—v)
=sinu-Ccosv —cosu -sinv

cos(u—v) =cosu -cos(—v) —sinu-sin(-v)
=COSU - COSV +Sinu -sinv

Men farst ma vi bevise identitetene for sinus og cosinus til en sum av to vinkler. Jeg skal gi et
geometrisk bevis og et bevis basert pa en identitet for komplekse tall. Hopp over dette siste
beviset dersom du ikke har veert borti komplekse tall.
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3.2.1. Geometrisk bevis.

Det vanligste er nok a bevise disse identitetene geometrisk. Det fins flere slike bevis, men jeg
kjenner ingen enkle geometriske bevis. Det beviset som jeg skal gjennomfare, er nok det
minst arbeidskrevende, selv om det krever litt "triksing”.

| figuren nedenfor er to vinkler u og v tegnet inn. Videre er linjene DE og BC vinkelrett pa
AD, og EF star vinklerett pa DE og BC. Dermed finner vi igjen vinkel v tre steder i figuren.

Sa setter vi i gang:

] BC BF+FC
sin(u+v) = =
c AC  AC
BF FC
=4 —
AC AC
_DE_ FC
U AC  AC
_DE AE_FC CE
AE AC CE AC
FH E =sinu-CcosV + CosuU -Sinv
u
AB AD-BD
cos(u+v)=—=
AC
_AD_BD
AC AC
_AD _EF
u AC AC
- _AD.AE_EF.CE
A B D AE AC CE AC

=COSU - CoSV —Sinu-sinv

3.2.2. Bevis med identiteter for komplekse tall.

Dersom du har veert borti komplekse tall, vil du vite at
e" =cosu+isinu, e" =cosv+isinv.

P& samme mate er
e =cos(u+v) +isin(u+v) (1)
Men
i(u+v) _ [iu+iv _ qiu 4V P H
e =g —g".e" =(cosu+isinu)(cosv+isinv)
=COSU - COSV + COSU -isSinV +isinu-cosv+isinu-isinv (@)
=COSU - COSV —sinu-sinv +i(cosu -sinv +sinu-cosv)

Her ma realdelen av (1) vere lik realdelen av (2), og imaginardelen av (1) ma veere lik
imaginzrdelen av (2). Herav falger de to identitetene vi gnsker & bevise.
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3.2.3. Tangens til sum og differens av to vinkler.

N4 som vi har identiteter for sinus og cosinus til en sum og en differens av to vinkler, kan vi
0gsa sette opp identiteter for tangens til sum og differens av to vinkler:

tanu + tanv
tan(u+Vv) = ——M—
1-tanu-tanv
nu—tanv

tan(u—v) = tanu —ta

1+tanu-tanv

Disse identitetene utledes slik:

sin(u+Vv) _sinu-cosv+cosu-sinv

tan(u +V) — — COSU-COSV
1 H 1
cos(u+v) cosu-cosv—sinu-sinv L
B s sy _ tanu+tanv
- sinu-sinv -
l_ cosu-cosv M
tanu +tan(-v) tanu —tanv
tan(u—v) = =

1—tanu-tan(—v) 1+tanu-tanv

3.2.4. Noen anvendelser.
dentitetene for sin(Z —v) og cos(%—Vv) har vi kun satt opp med utgangspunkt i en

rettvinklet trekant, og strengt tatt er de forelgpig kun gyldige for vinkler mellom 0° og 90°.
Vi skal na vise at de gjelder allment:

sin(£—v)=sinZ-cosv—cosZ-sinv=1-cosv—0-sinv =cosv.

COS(% —V)=C0s%-COsV+sinZ-sinv=0-cosv+1-sinv=sinv.

Vi kan ogsa finne eksakte verdier for sinus, cosinus og tangens for visse vinkler, slik
eksemplet nedenfor viser:

Eksempel 3.1: Finn eksakte verdier for sinus, cosinus og tangens til 75°.
Lgsning: Benytter at 75° = 45° +30°, og far:
sin75° =sin(45° +30°) =sin 45" - cos30° + cos45° -sin30°

121341222 1({6+42)

cos75° = cos(45° +30°) = cos45° - cos30° — sin 45° - sin 30°

=1V2.13-12.1=1(V6 -2)
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tan45° + tan 30°
1-tan45° -tan30°

B 1+%\/§ .§_3+\/§.3+\/§_9+2-3'\/§+(\/§)Z
1-1.343 3 3-8 3+v3  g_(43)

_9+6V3+3 12463 _ g(2+3)
9-3 6 £ =2 VF

tan(75°) = tan (45° +30°) =

Eller:
e _sin7s A(6+v2) (6 ++2) (VB ++2)
cos75° %( 2) (V6-v2) (612
:(\/6)24_2'\/6'\/5"'(\/5)2:6+2\/E+2:8+2\/E
(\/6)2—(\/5)2 6-2 4
_8+2:23_ A(2+43)
4 i
Oppgave 3.1.

Noen av de viktigste anvendelsene av formlene for sinus og cosinus til en sum og en differens
av to vinkler, finner vi nar vi skal omforme uttrykk av formen

f (x)=S-sin(wx) +C -cos(wx)
til formen
f(x)=A-sin(at+¢)
eller
f(x)=A-cos(awt+¢).
Slike omforminger og nytten av dem er omtalt i et eget notat.

3.3. Identiteter for doble vinkler.

Vi har i et tidligere notat satt opp identiteter for sinus og cosinus til doble vinkler. Vi gjentar
dem her, og kompletterer med tangens til den doble vinkelen:

sin(2v) = 2sinv-cosv .
cos(2v) =cos?v —sin’v=1—2sin’v=2cos’v—1.
2tanv

tan(2v) = —.
1-tan“v

Vi far disse identitetene ved a sette inn u =V i identitetene for sinus, cosinus og tangens til
u+v:
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sin(2v) =sin(v+Vv) =sinv-cosv + cosVv-sinv = 2sinv-cosV .

cos(2v) = cos(v +V) =cosv-cosv —sinv-sinv = cos’v —sin?v

(1—sin?v) —sin?v =1-2sin?v

cos’v —(1—cos?v) = 2cos’v -1

tan(2v) = tan (v +v) = tanv+tanv  2tanv

1—-tanv-tanv 1—tan’v’

Noen ganger har vi bruk for sinus, cosinus og tangens til 3v. Det skaffer vi oss pa samme
mate:
sin(3v) =sin(2v +v) =sin(2v)-cosv + cos(2v) - sinv
=(2sinv-cosv)-cosv + (cos?v —sin?v)-sinv
= 2sinV-cos*V + cos*v-sinv —sin®v
=3sinv-cos’v —sin’v

cos(3v) = cos(2v +v) = cos(2v) - cosv —sin(2v) -sinv
=(cos?v —sin?v)-cosv —(2sinv- cosv) -sinv
=c0s’V—sin®Vv-cosv — 2sin’v - cosv
= cos’v —3sin®v - cosv

tan(2v) +tanv o, +tanv 1-tan’v

1-tan?v

1-tan(2v)-tanv 1— 2un . tanv "1—tan?v

—tan?v

tan(3v) =tan(2v+v) =

_ 2tanv+tanv—tan’v _ 3tanv—tan’v
1-tan®v—2tan®v 1-3tan’v

Alle disse identitetene kan omformes pa forskjellige mater.

Det er ikke meningen at du skal ga rundt & huske disse identitetene. Men det er greit at du vet
at de eksisterer, og enda mer greit om du kan utlede dem selv ved behov.

Eksempel 3.2: Lgs likningen
cos(2x) +3cosx =1, xel0, 27).

Lasning: Vi benytter at
cos(2x) = 2cos’ x -1,
og omformer likningen slik:

2008’ x—1+3cosx=1 < 2(cosx)’ +3cosx—2=0
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N 2 2.9, (_ _ B 1
COSX 3+43-4-2-(=2) 3++/25 315={

2.2 T2 4

—2
Lasningen cosx =—2 kan selvsagt ikke brukes. Men Igsningen cosx =+ gir de to vinklene
X=2Z

Du finner flere slike eksempler og oppgaver i et eget notat om trigonometriske likninger og
ulikheter.

3.4. Sinus og cosinus til halve vinkler.

Nar du kjenner cosinus til en vinkel, kan du finne sinus, cosinus og tangens til den halve
vinkelen ved hjelp av disse formlene:

Vi utleder disse identitetene ved & ta utgangspunkt i identiteter for cos(2v), og setter v =

u .

3 .

cos(2v)=1-2sin’v < cos(2-4)=1-2sin*(%)

& 2sin’(4)=1-cosu < sin(4)== 1—(;osu

cos(2v)=2cos’v—-1 < cos(2-4)=2cos’(4)-1

& 2c08°(3)=l+cosu < cos(3) i@
oy Sin(s) R \/m
tan(Z)_COS(g)_ 1+czosu _M

Eksemplet nedenfor er hentet fra et problem med & beregne kvadratrota av et komplekst tall.
Men du trenger ikke a vite noe om komplekse tall for a falge eksemplet.
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Eksempel 3.2: Du vet at tangens til en vinkel i omradet [O, %] er <. Finn eksakte verdier for
sinus og cosinus til den halve vinkelen.

Lesning:
B Ma farst finne cosu nar jeg vet at
tanu=2=2.
c Bruker da figuren til venstre, og velger
a  enheterslikat a=5 og b=12. Daer
u c’=a’+b’=5°+12*=25+144 =169
A = C & c=+/169 =13.
Da blir

b 12

cosu =—=—.
c 13

N& er det bare & sette inn i formlene:

— —2 [z
sin(%):\/1 cosuz\/l _jw_ (1 __1
2 2 2 26

. l+cosu |1+ [ /25
COS(E)Z\/ 2 =\/ 2 V2 V2 7

Oppgave 3.2.

3.5. Produkt av sinus og cosinus.

Noen ganger dukker det opp produkt av sinus- og cosinusfunksjoner der vi helst skulle hatt
summer eller differanser. Da kan vi bruke disse identitetene:

sinu - cosv = 1(sin(u —v) +sin(u+v))
cosu - cosv =1 (cos(u —v) +cos(u +v))

sinu-sinv = 2(cos(u—v) —cos(u +Vv))

Disse identitetene utledes slik:

sin(u—v)+sin(u+v)=(sinu-cosv—cosu-sinv)+(sinu-cosv + cosu -sinv)
=2sinu-cosv
& sinu-cosv =(sin(u—v) +sin(u+v))
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cos(u—v)+cos(u+v)=(cosu-cosv+sinu-sinv)+(cosu-cosv—sinu-sinv)
= 2C0SU - CoSV
&< cosu-cosv=21(cos(u—v)+cos(u+Vv))

cos(u—v)—cos(u+v)=(cosu-cosv+sinu-sinv)—(cosu-cosv—sinu-sinv)
=2sinu-sinv
< sinu-sinv =1(cos(u-v)-cos(u+v))

Disse identitetene kan komme til nytte nar vi integrerer, slik eksemplet nedenfor viser.

Eksempel 3.3: Bestem
I sin(3x)-cos(2x)dx .

Lasning: Vi benytter den farste identiteten i ramma, og far:
.[ sin(3x) - cos(2x)dx = j 1(sin(3x — 2x) +sin(3x + 2x)) dx

= %J' (sinx +sin(5x))dx

= 1(-cosx —%cos(5x))

Oppgave 3.3.
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