Forelesningsnotater i matematikk.
Tvungne svingninger. Side 1

4. Tvungne svingninger.

Vi skal igjen ta utgangspunkt i et kloss-fjeer-
Likevekt system, men skal la systemet pavirkes av en
ytre kraft F (t) i tillegg til fjeerkraft og

friksjonskraft. Systemet blir da som vist pa
figuren til venstre.

Sa setter vi opp Newtons 2. lov, og benytter

atv—% og a_d_2><_
dt S dt?
2
F,(D-k-x-b-v=m-a < H+£%+£X=£-Fy(t).

dt> mdt m m
Na er det mange andre systemer som kan utfare svingninger pa samme mate som kloss-fjer-

systemet vart. Vi skal derfor se pa en mer generell svingelikning:
d?x dx
— +20—+w,x=Y(t).
dt? d (1)

/ F (t
For kloss-fjeer-systemet vart blir 5:1, W, = h ,0g Y (t) = Y( ) _
2m m m

Fra teorien for inhomogene linezre differensiallikninger vet vi at slike likninger har lgsning
av formen

X(t) =%, (t) + %, (1)
der x,(t) er lgsningen av den tilhgrende homogene likningen (d.v.s. en dempet svingning

uten ytre pavirkninger) mens X, (t) er en partikuleer lasning av den inhomogene likningen.

Fra vare analyser av dempede svingninger vet vi at utslagene her gar mot null fordi de
inneholder faktorer og ledd av formen Ae™ der 6 >0, eller Ae™ der 1 <0. Dette medfarer
at x, (t) >0 slik at x(t) — x_(t) nar t — co. Vi mé derfor konsentrere oss om & finne x_(t),

som forteller oss hvordan systemet vil oppfare seg etter at bidraget fra de frie svingningene er
dedd bort pa grunn av friksjon.

Vi skal begrense oss til & se pa periodiske ytre pavirkninger. Den enkleste formen for en
periodisk pavirkning er

Y (t) =Y, cos(Qt)
(eller tilsvarende sinus-ledd). Dersom du har veert borti Fourier-rekker, vil du vite at alle

periodiske funksjoner skal skrives som en sum av slike funksjoner, sa det er ikke noen stor
begrensning at vi kun ser pa cosinus- eller sinus-funksjoner.

Selv om du vet hvordan du finner en slik partikuleer lgsning, er det noksa plundrete a finne
den i dette tilfellet. Jeg har derfor "gjemt” utledningen i et lite tillegg. Jeg har forresten ikke
kunnet motsta fristelsen til a skrive et annet lite tillegg der jeg viser hvordan vi pa en enklere
mate kan finne en partikuler lgsning ved & bruke komplekse funksjoner. Dette siste tillegget
kan ogsa vaere en introduksjon til bruk av komplekse starrelser i vekselstrgmslzra.

Resultatet av utregningene i tillegget er summert opp nedenfor.
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Forelesningsnotater i matematikk.
Tvungne svingninger. Side 2

La oss se hvordan dette fungerer i praksis.

Lasning: Med de oppgitte starrelsene finner vi:
b 10N/(mis)

=— =" “J_25g57,
2m  2-0.20 kg
\F /20 N/m _10 .
0=—= =10 m/s?.
m 0.20 kg
Fra formlene i ramma ovenfor finner vi at
AN 200 __2-2.5-(2__ 50
TR 10-QF 100-QF
A Y, _ 10 _ 10

Joi-0?) +a50r 10 -7) 4425007 [(100-0?) 2507
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Forelesningsnotater i matematikk.
Tvungne svingninger. Side 3

| grafene nedenfor er Y (t) =Y, cos(Qt) tegnet med tynn strek, og Y, er satt til 0.10 for
sammenlikningens skyld. Utslaget x(t) er tegnet med tykk strek.

a) Nar Q=5.0rad/s, blir

5.50 1 1

tahnp=———=—— & =arctan| —= |=-0.32.
Y= 100-50" 3 ¢ ( 3]

A= 10 ~0.13.

\/(100—5.02 ) +25.5.02
Utslaget blir altsa
x(t) = Acos(Qt +¢)=0.13cos(5t - 0.32).

Vi ser av grafen at utslaget kommer
litt etter den ytre kraften, og at sterste
utslag er litt starre enn Y, .

20
t

b) Nar Q=10 rad/s, blir

tang = __>10 - -0 < -z
? = "100-10? =
A= e ~0.20.

\/(100 ~10?)° +25.102
Utslaget blir altsa
X(t) = Acos(Qt + @) =0.20cos(10t — 2 7).

Vi ser av grafen at utslaget kommer
Klart etter den ytre kraften, og at
starste utslag er dobbelt sa stort som

5.15 3
c tanp=—"— > - < =arctan(3)=0.54-7=-2.60.
) = 00-15 5 v (3)

10

A= = =0.05.
\/(100—152) +152.10°
Utslaget blir altsa
x(t) = Acos(Qt +¢) = 0.05cos(15t - 2.60).

Vi ser av grafen at utslaget kommer
Klart etter den ytre kraften, og at

stgrste utslag er bare halvparten av Y, .
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Forelesningsnotater i matematikk.
Tvungne svingninger. Side 4

Du stusser kanskje over at vi satte Y, = 0.10 i grafene ovenfor. Dette valget skyldes at dersom
vi har en konstant kraft med starrelse F, =2.0 N, vil fjeera forlenges en strekning X, gitt ved
F=kx < xozi: 20N =0.10m.
k 20 N/m
Vi sammenliknet altsd med det utslaget vi ville fatt om vi brukte en konstant kraft F, =2.0 N

istedenfor en varierende kraft
F(t)=F,cos(Qt)=(2.0 N)cos(Qt).

Den viktigste lerdommen vi kan trekke av eksemplet ovenfor, er at amplituden til
svingningene avhenger av frekvensen til den ytre kraften. Bade for Q =5.0 rad/s og for
Q=10 rad/s blir utslaget starre enn om vi brukte en tilsvarende konstant kraft. Men for
Q=15 rad/s blir utslaget mindre. Denne effekten skal vi studere nermere i neste avsnitt.

5. Resonans.

| forrige avsnitt fant vi at nar svingesystemet gitt ved
2
%-ﬁ- 25%+ oy X =Y (t)
pavirkes av en ytre pavirkning
Y (t) =Y, cos(Qt),
er utslaget gitt ved
x(t) = Acos(Qt +¢)

der
_ Yo
A= 2 2\2 22
(0" - Q%) +45°Q
0g
tan —_ﬂ
(0 a)OZ_QZ '

| eksempel 4.1 sa vi hvordan A avhenger av vinkelfrekvensen Q til den ytre pavirkningen. Vi
sa ogsa at for visse verdier av Q kan A bli starre enn om systemet pavirkes av en konstant
pavirkning Y, og slippes. Vi skal nd undersgke dette fenomenet naermere.

Vi merker oss at bade @, og & kun avhenger at hvordan det fysiske systemet er bygd opp.

For et gitt system er disse stgrrelsene fast. Den eneste stgrrelsen som kan variere er Q. For &
finne ut hvordan A avhenger av Q, deriverer vi A med hensyn pa Q. Da far vi

A=Y, -(((002 —o? +45292)2

dA

o -((%2 —0?) 4 45292)_3 (2(0,-0)(-20) +45% - 20)

=Y, -((%2 —o) 4 45292)_2 40(Q - 0 +25%)
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Forelesningsnotater i matematikk.
Tvungne svingninger. Side 5

For & finne sterste verdi av A lgser vi likningen :—g =0 med hensyn pa Q:

oA _

0 0 © Q=0vQ’-w’+25°=0.

Lasningen Q=0 er ikke interessant (den svarer til konstant ytre pavirkning). Vi ma derfor
konsentrere 0ss om

Q' —w’+25°=0 & Q= w’-25".

Vi ser altsa at amplituden A blir starst nar

Q=0 =o?-25.
Denne frekvensen kalles resonansfrekvensen Q.. Vi ser at nar § << @, er Q. = @,. Men vi
ser ogsd at Q,, alltid er mindre enn @, .

res

I uttrykket for resonansfrekvens ma vi ha et positivt tall under rottegnet, d.v.s. at

2 2 1
Wy —26°>0 < <.
Vi ser altsa at & < %a)o for at vi skal fa resonans. Dersom dempingen er sa stor at & er starre

enn denne grensen, far vi ikke resonans. Dette er viktig & kjenne til dersom vi har systemer
der vi ma unnga resonans.

For & finne ut hvor stort utslaget blir ved resonansfrekvensen, setter vi inn Q. = /@,” — 26°
i uttrykket for A:

A — YO — Y0
\/(a)oz ~02 445702 \/(a)oz (@ ~25%)) +45*(@? - 257)
— Y0 YO — Y0

\/(252)2 + 452w, - 85" AR e

For oversiktens skyld skal jeg summere opp hovedtrekkene:
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Forelesningsnotater i matematikk.
Tvungne svingninger. Side 6

Dersom ¢ < %a)o, far vi resonans ved en resonansfrekvens

Q.= \/a)oz -25%.

Ved denne frekvensen er amplituden i svingningene
YO

= 26\ — 5%

Eksempel 4.2: Vi skal holde oss til det samme kloss-fjeer-systemet som vi har brukt tidligere
(masse m=0.20 kg, k =20 N/m). Den ytre kraften er gitt ved

F(t) = F,cos(Qt) = 2.0cos(Qt).
Da har vi tidligere vist at @, =10 rad/s og at Y, =10 m/s’.

a) Finn (om mulig) resonansfrekvensen og maksimalt utslag nar dempingskonstanten er:
1) b=0.5 N/(m/s).
2) b=1.0 N/(m/s).
3) b=2.0 N/(m/s).
4) b =4.0 N/(m/s)

b) Bestem den starste verdien av b som kan gi resonans.

c) Tegn grafene av A som funksjon av Q i de fire tilfellene som er brukt i del a) av
eksemplet.

Lasning:

al) Nar b=0.5N/(m/s), er

_ b _05N/(mis) ey
2m  2-0.20 kg

Da blir

Q, =@, — 267 =\/(1o rad/s)’ ~2-(1.25s)" =9.84 radls.

Ved denne frekvensen er maksimalt utslag

2
A - Y02 _- 10m/s __0403m
20\@y" =" 2.1.25 s‘l\/(lo rad/s)’ —(1.255™)
a2) Nar b=1.0 N/(m/s), er
1.0 N/
= i = w =25 S’l.
2m  2-0.20 kg
Da blir
Q. =+Jo, —25° = \/(10 rad/s)’ —2-(2.5 srl)2 =9.35 rad/s.
Ved denne frekvensen er maksimalt utslag
2
Yo 10m’s = 0.207 m.

A’es = =
26\w, =6°  2.25 sfl\/(lo rad/s)’ —(2.5 s’l)2
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Forelesningsnotater i matematikk.

Tvungne svingninger. Side 7
Nar b =2.0 N/(m/s), er
_b 20 N/(m/s) _Eost
2m  2-0.20 kg
Da blir

Q. =\o," -25" = \/(10 rad/s)2 - 2-(5.0 s’l)2 =7.07 rad/s.

Ved denne frekvensen er maksimalt utslag
Y, 10m/s?

A’es = =
26\w,*=6*  2.50 sfl\/(lo rad/s)’ —(5.0 s’l)2

Nar b =4.0 N/(m/s), er
b 40N/(mis)
" 2m  2.0.20 kg
Da blir

Q,, =\a, -25" = \/(10 rad/s)” - 2-(10.0 ) = y=100 rad’s .

Da er det ikke resonans.

=

=0.115

=10.0s™.

For & fa resonans, ma
1 1, _ -1
6<—wy=7-10rad/s=7.07s" .

Da er

5:21 & b=2m-5=2.0.20kg-7.07 s =2.83 N/(m/s).
m _—

Vi setter inn kjente starrelser i uttrykket for amplituden, og ser bort fra benevninger:
Y, 10

A(Q) = - = - .
\/(wOZ—QZ) +45°0? \/(102—92) +45%0?
Da far vi:
1) b=05 < &§=125.
AQ) = 10 10

Ja02 - 02 1412507 (100— 0?) +6.2502
2)b=10 <« &=25.
10 10

Ja02—02) 142507 (100 Q?) + 250
3) b=20 < &=50.
10 10

Ja02 -2 1450207 (100—0?)° +1000
4) b=30 < 5=100
10 10

Ja02—02) 1410207 (100 -0?)* + 40002
Plotter disse uttrykkene:

A(Q) =

A(Q) =

A(Q) =
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Forelesningsnotater i matematikk.
Tvungne svingninger. Side 8

AAQ)
0.4
0.3
0.2
o 1 2

Vi ser at grafen stemmer med de verdiene vi fant i del a) av denne oppgaven.
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