Forelesningsnotater i matematikk.
Svingninger. Elektrisk seriekrets. Side 1

Elektriske svingninger.

1. Svingelikningen.
En vanlig elektrisk krets er bygd opp av tre typer komponenter:

Motstander: Nar det gar en strem 1(t) gjennom en motstand med resistans R,
R er spenningen over motstanden

iy U (D=R-1(0).

Kondensatorer: Nar en kondensator med kapasitans C lades med en strgm | (t) ,

er spenningen over kondensatoren
1 et
U (1) :E-[O I(7)dz.

L=
—

Spoler: Na&r en strem | (t) gér gjennom en spole med induktans L, er
spenningen over spolen

WWW UL(t)zL-dI—(t).

dt

—

4|:|7 Vi skal konsentrere 0ss om en seriekrets der en

R motstand, en kondensator og en spole koples i serie
O( ) O — sammen med en spenningskilde som gir en spenning
UO t . =T U(t). Dasier Kirchhoffs 1. lov at summen av

spenningsfallene i kretsen (regnet med fortegn) skal
VAV VY veere lik null:

U(t)—R~I(t)—%ﬁl(r)dr—bdld—(tt):o.

For & bli kvitt integralet, deriverer vi hele denne likningen og far:
du (t di (t d?1(t
(V) _g. ()+i-|(t)+|_-#.
dt dt C dt

Divisjon med L og ordning gir

2

d Igt)+5.dl(t)+ 1 (t)zidu(t).
dt L dt L-C L dt

Dette er svingelikningen for var elektriske krets.
Det er lite aktuelt med frie svingninger i en slik krets. | praksis vil det alltid veere resistans i

kretsen, og denne resistansen vil raskt dempe svingningene. Vi gar derfor rett lgs pa den mest
interessante situasjonen: Tvungne svingninger.
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2. Tvungne svingninger.

Vi skal nd anta at kretsen pavirkes av en ytre spenning U (t) . Vi skal ogsa forutsette at den
ytre spenningen er gitt ved

U (t)=U,sin(Qt).
Da blir

du (t

# =U,Qcos(t)
slik at svingelikningen blir

d?I(t di (t

(O, R AWM, T -ty aces(an),
dt L dt L-C L

Siden lgsningen av den homogene likningen raskt dempes mot null, er det kun den
partikuleere lgsningen som er av interesse. Vi har tidligere funnet disse resultatene:

Sammenlikner vi likningen for var elektriske seriekrets med standardformen i ramma ovenfor,
ser vi at

s=R a)0=‘/i, Y,=1u,Q,
2L LC L

slik at vi far en partikuler lgsning
1, (t)=1,c08(Qt+p)

der
u,Q
| = Yo _ L _ U,
0 \/ 5 2\2 s 1 2 R 2 1 2
(@ -Q°) +46°Q (—sz +4-() o’ (—QL) +R?
LC 2L QC
R
260 I R
0g tanp=-—— QZ__ 1 = .
b~ Y o L o |
LC (@]6
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Her merker vi oss at den udempede vinkelfrekvensen for en slik krets er
1
Wy =,|—-
LC
Vi far resonans nar 1, har sin starste verdi. Av uttrykket
UO

1 2
(e -L] +®
Qc

ser du direkte at I, er stgrst nr nevneren er minst, d.v.s. ndr Q er slik at

L_QL:O o 0lc=1 < Qres=\/i:a)o-
ac LC =

I, =

Resonansfrekvensen er altsa alltid lik vinkelfrekvensen «, til den udempede kretsen. Da er
UO UO
IO,max = 2 =5
Jo+R? R
Av Ohms lov ser vi at dette er lik strammen i en likestramskrets med konstant spenning U,
over en motstand med resistans R.

3. Bruk av komplekse stgrrelser.

Nar elektroingenigrer analyserer vekselstramskretser, benytter de komplekse starrelser. Vi
skal na bruke komplekse starrelser til & finne den partikulere lgsningen av svingelikningen
for var seriekrets uten &ty til gjenbruk av tidligere resultater, og samtidig vise hvordan
elektroingenigrenes komplekse starrelser framkommer.

Svingelikningen er altsa
1t dl(t)
U(t)—R-I(t)—EIOI(r)dr—L-T:O.
Som fgr setter vi inn
U (t)=U,sin(Qt),
og likningen blir

dld(t) R-1(0)+ Cjo'(f)drzuosin(szt).

Na definerer vi en kompleks funksjon

z(t)=x()+j-1(t)
der vi bruker j istedenfor i som symbol for den imaginzre enheten. Sa setter vi opp
differensiallikningen

L- dzd(t) R- z(t)+Cj z(r)dr =Ue™™ =U,(cos(Qt) + j-sin(Qt)).
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Da blir svingelikningen for var elektriske krets imaginaerdelen av den komplekse differensial-
likningen ovenfor. Strategien var blir na a lgse den komplekse differensiallikningen, og
deretter finne imaginardelen av denne lgsningen.

For a bli kvitt integralet, deriverer vi likningen og far

2
d th)+R.dZ(t)+l-Z(t)= jQu el
dt dt C

L

Vi prgver na a finne en partikuleer lgsning av formen

z,(t) = Ae¥™

der A er en kompleks konstant. Vi deriverer to ganger:
z,() 2?2
pdt = jQAe’™ = :jtz = jQ- jOAe™ =-Q%Ae’™ .

Dette setter vi inn i differensiallikningen og far:
L-(—Q2Ae’™) + R-(jQAe‘m)+%- Ae' = jOU ',
Sa deler vi pd e og ordner:
A(—LQZ+%+ j-RQj: iQu,
jQUo

UO
—LQZ+Cl:+j-RQ

R+ j(QL—lj
QcC

A=

-

0

-l
Q

Sa skriver vi nevneren pa eksponentiell form:

R+ j(QL—ij:r-ej"’
QcC

der
2
r:JRu(m_Lj
QcC
0g
tangp =—>== .
v R
Da blir
7 :Aejgt: UO. .ethzﬁe-mejm:&ej(m—w)
P r-el r r
UO

- T(cos(Qt —¢)+j-sin(Qt-9))

Strgmmen i kretsen er nd imaginaerdelen av Z,:

I(t)zlm(zp):%Sin(Qt—(p): U,

Je+fo—ge)

- -sin(Qt - g).
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Dette er samme uttrykk som vi fant tidligere. Men na har vi funnet lgsningen helt fra grunnen
av, uten & benytte resultater som vi har funnet tidligere.

La oss vende tilbake til uttrykket
A= Yy

R+ j(QL—lj
QC

Dette er et uttrykk som elektroingenigrene kjenner godt. Nevneren kaller de kretsens
impedans, og bruker gjerne symbolet Z for den. Vi har altsa

Z :R+j[QL—iJ=R+jQL+j(—ij.
Qc QL

Na har man innfart
X, = jOoL
som en slags "resistans” som skyldes at spolen praver & hindre at det gar vekselstrgm
gjennom den. Man har ogsa innfart
-1 . 1
XC = — J =—
QC jQC
som en slags "resistans” som skyldes at kondensatoren slipper gjennom vekselstram, men
prgver a hindre at likestrgm slipper gjennom.

Nar elektroingenigrene benytter disse starrelsene, tegner de et komplekst plan der de
avmerker R langs den reelle aksen, og X, og X. langs henholdsvis positiv og negativ

imaginar akse. Deretter legges disse starrelsene sammen. Na kan |Z| og fasevinkelen ¢ leses
direkte ut fra figuren.

| dette lille notatet har jeg begrenset meg til regning med en seriekrets med motstand, spole og
kondensator. | praksis vil du komme bort i mange andre kretser. | prinsippet kan alle slike
kretser behandles med differensiallikninger pa samme mate som ovenfor, men regningene kan
fort bli temmelig kompliserte. Heldigvis er det utarbeidet en del regler for regning med
resistanser og impedanser som gjer det til en overkommelig jobb a analysere slike kretser. Nar
du bruker disse reglene slavisk, er det lett & glemme at bak disse reglene ligger det kunnskaper
om komplekse tall og om lgsing av andre ordens differensiallikninger.
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