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Sfeerisk trigonometri

1. Innledning.

Nar du har jobbet med geometri og trigonometri, har du alltid forutsatt at figurene dine 1a i et
plan. Na skal vi imidlertid flytte oss over pa overflaten av ei kule. Geometri og trigonometri
pa overflaten av ei kule kalles sfeerisk geometri og sferisk trigonometri.

Det er vanlig a anta at jordkloden er kuleformet, og at jordoverflaten derfor er ei kuleflate.
Som kijent er ikke dette helt korrekt, men for de fleste praktiske formal er denne antakelsen
god nok. De grunnleggende formlene for navigasjon (enten det gjelder bater eller fly) bygger
pa sfeerisk trigonometri.

Det er ogsa hensiktsmessig a betrakte himmelen over oss som ei "himmelkule”. Posisjonene
til sol og mane, planeter og stjerner kan beregnes og angis ved hjelp av sferisk trigonometri.
Far vi fikk GPS og andre elektroniske hjelpemidler, var det svert nyttig & kunne bestemme et
skips posisjon ved hjelp av solens posisjon, kalender og klokke. Slik posisjonsbestemmelse
bygger ogsa pa sferisk trigonometri.

| dette lille notatet skal jeg ta for meg de grunnleggende begrepene innenfor sfaerisk
trigonometri. Jeg skal ogsa utlede noen av de viktigste formlene, og vise hvordan de kan
benyttes til navigasjon.

2. Noen grunnleggende begreper.

Vi definerer begrepet storsirkel slik:

Nar ei kuleflate skjeeres av et plan som gar gjennom kulas sentrum, blir skjeeringslinja mellom
kuleflata og planet en storsirkel pa kuleflata.

Slike storsirkler er sveert nyttige, bl.a. fordi:

La A og B veere to punkter pa ei kuleflate. Dersom A og B ikke ligger pa samme rette linje
gjennom kulas sentrum, er det alltid mulig & legge en og kun en storsirkel som inneholder
A og B.

Den korteste avstanden mellom A og B langs kuleflata gar langs denne storsirkelen.

Den farste pastanden er innlysende: Nar A og B ligger pa kuleflata uten a ligge pa samme rette
linje gjennom sentrum O, er det alltid mulig & legge ett og kun ett plan som inneholder de tre
punktene A, B og O. Dette planet skjerer kula i en storsirkel.

Den andre pastanden skal vi ikke bevise her.
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Vi gar na et skritt videre, og skjeerer kula
med to ikke-parallelle plan som begge gar
gjennom kulas sentrum. Vi far da to
storsirkler som skjeerer hverandre. Hvis vi
trekker tangentene til disse storsirklene i
deres skjeringspunkt, vil vinkelen mellom
tangentene veere lik vinkelen mellom
planene. Dette er illustrert pa figuren til
hayre.

La oss ta enda et skritt, og skjeere de to storsirklene som vi allerede har med en tredje stor-
sirkel. Da far vi figuren nedenfor.

Vi ser at de tre storsirklene danner en sfeerisk trekant med hjarner A, B og C. (Storsirklene
danner faktisk 8 sferiske trekanter, men vi skal konsentrere oss om den trekanten som er
framhevet pa figuren.)

De tre hjgrnene A, B og C kalles trekantens vinkler. Som vi allerede har sett, er disse

vinklene lik vinklene mellom de planene som danner storsirklene. Disse vinklene males i
vanlig vinkelmal (grader eller radianer).
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Fra plangeometrien vet du at i en plan trekant er vinkelsummen alltid 180°. For en sferisk
trekant har vi imidlertid at vinkelsummen er alltid sterre enn 180°.

Arealet av en sferisk trekant beregnes helt annerledes enn for plane trekanter. Vi kan nemlig
vise at:

Arealet av en sfeerisk trekant med vinkler A, B og C pa ei kule med radius R er
F=R*(A+B+C-rx)
der A, B og C er malt i radianer.

De tre buene AB, AC og BC kalles trekantens sider slik at motstaende side til hjgrnet A er a,
motstaende side til hjernet B er b, og motstaende side til hjgrnet C er c. Sidene males ikke
med lengdemal slik som for plane trekanter. Sidene i en sfaerisk trekant males med
vinkelmal. Mer presist er lengden av siden a lik vinkelen mellom radiene OB og OC, og
tilsvarende for de andre sidene.

Nar vi i praksis skal tegne en sfeerisk trekant, bruker vi sjelden a tegne hele kula med alle
storsirklene. Vi tegner heller bare trekanten, og praver a gi inntrykk av at den befinner seg pa
ei kule.

3. De grunnleggende formlene.

Vi skal na se pa de grunnleggende formlene som gjelder for sfaeriske trekanter. | dette
dokumentet skal jeg sette opp formlene, og vise eksempler pa bruken av dem. Jeg skal ogsa se
pa noen av deres begrensninger. Utledning av formlene finner du i et vedlegg.

De viktigste formlene er cosinus-setningene og sinus-setningen, som er satt opp nedenfor:

For en sferisk trekant ABC med motstaende sider a, b, og ¢ har vi:
C . .
Cosinus-setningene:
cosa =cosb-cosc+sinb-sinc-cosA.
cosb =cosa-cosc+sina-sinc-cosB.
cosc =cosa-cosb+sina-sinb-cosC.

Sinus-setningen:
sinA_sinB _sinC
sina  sinb sinc

Selv om sinus-setningen gir enklere regninger enn cosinus-setningene, foretrekker vi ofte a
bruke cosinus-setningene dersom vi kan velge mellom dem. Grunnen er at nar du kjenner

cosinus til en vinkel, er ogsa vinkelen entydig bestemt i omradet [0", 180°]. Det er ikke
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tilfelle med sinus, ettersom sin(180° —v) =sinv. Det betyr at dersom du kjenner en sinus-

verdi, vet du ikke i utgangspunktet om du skal bruke den vinkelen v i fgrste kvadrant som

kalkulatoren gir ut, eller om du skal bruke vinkelen 180° —v i andre kvadrant. Dette
problemet skal vi belyse i eksemplene nedenfor.

Farst et eksempel der vi kjenner alle de tre sidene, og skal finne vinklene.

Eksempel 1: | den sfeeriske trekanten ABC er siden a = 60", siden b =75" og siden ¢ =120".
Finn vinklene i trekanten.

Lasning: Jeg bruker cosinus-setningene til a finne
vinklene. Farst vinkel A:

cosa =cosb-cosc+sinb-sinc-cos A
cosa—cosb-cosc
sinb-sinc
~ €0s60° —cos75 - cos120°
~ sin75 -sin120°
=0.7524 & A=412

<& COSA=

Deretter vinkel B:
cosh =cosa-cosc +sina-sinc-cosB

cosb_— cosgocosc _ cos75_ —0056_0 -€c0s120 _ 06784 < B_473
sina-sinc sin60° -sin120° =

<& cosB =

Til slutt vinkel C:
COSC =cosa-cosb +sina-sinb-cosC
CosC —cosa-cosb  €0s120° —cos60° - cos 75’

< cosC = - - - -
sina-sinb sin60° -sin75°

=-0.7524 < C=138.8

Nar vinkel A og de tre sidene er kjent, kan jeg ogsa finne vinklene B og C ved hjelp av sinus-
setningen, som gir mindre regning. Jeg far da:

sinA_sinB _sinC

sina sinb sinc

sinB =2 Ginp = IN4L2 Gz 07347 o |BTHS
sina sin60° B=180"-47.3 =132.7°
=
SinC:SI_n—A-sinC:SIr_]i'z.sinlzoo:0.6587 PN C=412
sina sin60” C=180"-41.2"=138.8"

Vi ser at jeg far to mulige verdier for hver vinkel nar jeg bruker sinus-setningen. Grunnen er
jo at nar jeg bare kjenner sinus-verdien, vet jeg ikke om vinkelen ligger i 1. eller i 2. kvadrant.
Dette illustrerer at nar vi bruker sinus-setningen, ma vi ta en figur til hjelp og avgjgre om vi
skal bruke en vinkel i 1. kvadrant eller i 2. kvadrant. Men dersom vi far sinus-verdier nar 1,

kan det veere vanskelig a avgjgre om vinkelen er litt mindre enn 90° eller litt starre enn 90°.
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Sa skal vi ta et eksempel der vi kjenner to sider og sidenes mellomliggende vinkel.

Eksempel 2: | den sfeeriske trekanten ABC er siden a =60°, siden b =75 og vinkelen
C =120". Finn siden b og vinklene A og B i trekanten.

Lasning:
Vi starter med & bruke cosinus-setningen til & finne
siden c:

C = 120°

CcoSC =cosa-cosb+sina-sinb-cosC
=€0S60° - cos75° +sin60° -sin 75° - c0s120°
=-0.2886 < ¢=106.8

Na er det fristende a bruke sinus-setningen til a finne
vinklene A og B. Men klok av skade fra forrige
eksempel bruker vi cosinus-setningen:

Farst vinkel B:

cosb =cosa-cosc +sina-sinc-cosB

cosb.— cosg-cosc _ cos75. —cost -€0s106.8 04865 < B<-609
sina-sinc sin60° -sin106.8° ==

< cosB=

S& kommer vinkel A:

cosa =cosb-cosc +sinb-sinc-cos A

cosa—cosb.cosczcos60 —C0s 75 -c0s106.8 _ 06216 < A—5L6"

& COSA= - - = -
sinb-sinc sin75° -sin106.8° =

Begge vinklene er mindre enn 90°. Da skal vi kunne kontrollere beregningene med sinus-
setningen:

sinA_sinB _sinC
sina sinb sinc

sinB=3"C ginp=M120 G175 —07347 o B=60.9
sinc sin106.8°
g - - ®
sinA="C Gina= M2 G60-07834 o A=5L6"
sinc sin106.8° —

Vi ser at vi far de samme verdiene som far.
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Na fins det mange andre kombinasjoner av tre kjente og tre ukjente starrelser i en sfaerisk
trekant:

e Vi kjenner to sider og motstaende vinkel til en av sidene.

e Vi Kkjenner to vinkler og en side (mellomliggende side til de to vinklene, eller
motstaende side til en av dem).

e Vi kjenner alle tre vinklene.

Selv om vi kan manipulere med sinus- og cosinus-setningene for a lgse slike problem, er det
gunstigere & utlede nye setninger. Vi skal starte med a lage varianter av sinus- og cosinus-
setningene pa grunnlag av polare trekanter som vi skal ta for oss nedenfor.

4. Polare trekanter.

Vi tar utgangspunkt i en sferisk trekant ABC med sider a, b og ¢ som far. Vi kan da vise (se
vedlegq) at det ma eksistere en polar trekant A'B'C' med sider a', b' og c¢' som er slik at:

A'+a =180 B'+b =180 C'+c=180°
A+a'=180" B+b'=180" C+c'=180°

Settes disse sammenhengene inn i cosinus-setningene, far vi (se vedlegget) at

coSA=-cosB-cosC +sinB-sinC -cosa
cosB =—-cos A-cosC +sin A-sinC -cosb
cosC =—cosA-cosB +sin A-sinB-cosc

Na skal vi se hva disse setningene kan brukes til. Vi skal se pa et eksempel der vi kjenner to
vinkler og deres mellomliggende side.

Eksempel 3: I den sferiske trekanten ABC er vinkelen B = 45" og vinkelen C =120, og
siden a=60°. Finn sidene b og c, og vinkelen A i trekanten.

Lasning:
Vi starter med & bruke cosinus-setningen til a finne

C =120° .
vinkelen A:

cosA=-cosB-cosC +sinB-sinC -cosa
= —€0s45’ -c0s120° +sin45° -sin120° - cos60°
=0.6597 < A=48.7

B = 45°

Na er det fristende a bruke sinus-setningen til a finne sidene b og c. Men klok av skade fra et
tidligere eksempel bruker vi cosinus-setningen:
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Farst siden b:

cosB =-cosA-cosC +sinA-sinC - cosb
cosB +cosA-cosC  cos45° +c0s48.7° - cos120°

< cosbhb= - - - - =0.4865
sin A-sinC Sin48.7° -sin120°
< b=546°
S& kommer siden c:
cosC =—-cosA-cosB +sinA-sinB-cosc
o coSC— cosC.+ cosA-cosB _ coleQ +cos48:7 -€c0s45 __0.0627
sin A-sinB Sin48.7° -sin45°
& ¢=93.6°
La oss se hva som skjer hvis vi bruker sinus-setningen:
sinA_sinB _sinC
sina sinb sinc
il = e SO0 e peiml e 102
sin A Sin48.7° b=180"-54.6"=125.4°
= -
sinc=3"2 sinc=SM80" G100 —09083 o J6TEBL
sin A Sin48.7° c=180"-86.7°=93.3°

Som ventet far vi to verdier for de ukjente sidene. Av en figur er det mulig a se hvilken verdi
vi ma bruke for siden b, mens det i praksis ikke er mulig a se om vi skal bruke ¢ =86.7° eller
¢ =93.6". | slike situasjoner er vi ngdt til & bruke cosinus-setningen.

For ordens skyld vil jeg papeke at ogsa cosinus-setningene kan gi tvetydige resultater, fordi
vinklene v og —v har samme cosinus-verdi. Men i praksis ferer denne tvetydigheten sjelden
til problemer fordi sidene og vinklene i sfeeriske trekanter alltid er positive. | navigasjon kan
denne tvetydigheten vere av betydning fordi vi der opererer med negative vinkler. Disse
problemene skal vi ta for oss etter hvert.

Vi har tidligere nevnt at mens vinkelsummen i en plan trekant alltid er 180°, er vinkelsummen

i en sfeerisk trekant alltid stgrre enn 180°. Men det er flere forskjeller mellom plane trekanter
og sfeeriske trekanter:

e En plan trekant er ikke entydig bestemt selv om alle de tre vinklene er kjente, og du
kan derfor ikke beregne sidene. En sfarisk trekant er derimot entydig bestemt na de tre
vinklene er kjente, og sidene kan beregnes med de cosinus-setningene som vi nettopp
har utledet.
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e En plan trekant er entydig bestemt nar vi
kjenner to sider og deres motstaende
vinkler. En sferisk trekant er derimot ikke
entydig bestemt selv om vi kjenner to sider
og deres motstaende vinkler.

Et enkelt eksempel:

Pa figuren til venstre er C polen til buen AB.
| den sfariske trekanten ABC vet vi da at de
to vinklene A og B begge er 90°, og at deres
motstaende sider begge er 90°. Men vi kan
ikke si noe om hvor stor vinkelen C eller
siden AB er (bortsett fra at de ma veere like
store).

5. Litt navigasjon.

Som nevnt i innledningen kan vi med brukbar tilneermelse anta at jordkloden er kuleformet.
Lengdeenheten nautisk mil var i utgangspunktet definert som lengden av ett bueminutt langs
en storsirkel pa denne jord-kula, og tilsvarer 1852 meter. Dette gjar at sfaerisk trigonometri
egner seg godt til & beregne avstander og retninger (vinkler) ved navigasjon.

Vi bruker et koordinatsystem der jordas rotasjonsakse skjerer jordkula i geografisk nord- og
sydpol. Disse to polene er samtidig poler til en storsirkel som vi kaller ekvator. Deretter
konstruerer vi meridianer som er storsirkler vinkelrett pa ekvator gjennom polene.

Posisjonen til et punkt pa jordkloden angis vanligvis ved stedets breddegrad og stedets
lengdegrad:

Breddegraden b, til et punkt A er lengden av buen langs en meridian fra ekvator til punktet,
regnet positiv nordover og negativ sydover. Dette medfgrer at —90" <b, <90°.

Lengdegraden 1, til et punkt A er vinkelen mellom meridianen gjennom et punkt i London
(Greenwich) og meridianen gjennom punktet, regnet positiv gstover fra Greenwich og negativ
vestover. Dette medfgrer at —180° <1, <180°.

Vi skal nd anta at vi kjenner breddegrad b, og lengdegrad I, til et punkt A (Avfarende), og
breddegrad b, og lengdegrad I, til et punkt P (Pakommende). Da kan vi ogsa regne ut
forandret bredde I, =1, —1,, som er forskjellen i lengdegrad mellom P og A.

Na kan vi regne oss fram til distansen d mellom A og P langs storsirkelen gjennom A og P, og
kursen k langs storsirkelen gjennom A og P, ved hjelp av disse navigasjonsformlene:
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_____________________________________________________________________________________________________________________________________________________|
Nar disse formlene brukes i praksis, er det vanlig & starte med a bruke tangens-formelen til &

beregne kursen ut fra kjente verdier for b, , b, og I, . Vi far da en k i omradet [—90", 90°],

som svarer til at vi seiler nordover. Dersom vi skal seile sydover ma vi gke eller minke k med
180°. Tangensformelen vil i alle fall entydig bestemme den storsirkelen vi skal seile langs.

Distanse-formelen gir oss cosinus til d, slik at d er entydig bestemt i omradet [0", 180"]. For
alle praktiske formal er dette tilstrekkelig.

Lasning: Finner forst distansen d:
cosd =sinb, -sinb, + cosb, - cosb, - cosl,

=sin(38.00")-sin(~34.40") + cos(38.00°) - cos(~34.40" ) - cos(23.44° —(—58.30°))
—_02544 < d=104.7°=104.7-60-1.852km =11630km

Nar distansen er kjent, kan retningen (kursen) bestemmes slik:

k= oy, = (23'4_40 _ (_?8'300)) -cos(38.00°) = 0.8062
sind sin104.7
& k=53.7

Vi kan ogsa bestemme kursen ved hjelp av tangens-formelen slik:

._________________________________________________________________________________________________________________________________|]
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sinl;
tank =

tanb, - cosb, —sinb, -cosl,
) sin(23.44' - (-58.30"))

tan(38.00° ) - cos(—34.40° ) - sin (~34.40" ) cos( 23.44' — (~58.30")
=1.3635 < k=537

Dette er samme verdi som vi fant foran.

Vi skal na utlede de to farste formlene ved hjelp av figuren nedenfor, der de aktuelle
starrelsene er tegnet inn. Mer at punktet N er nordpolen, slik at trekanten APN blir en sferisk
trekant.

Vi starter med 4 utlede formelen for distansen d pa grunnlag av en cosinus-formel:

cosd = cos(90" ~b, ) -cos(90" —h, ) +sin (90" —b; ) -sin (90" ~ b, ) -cosl,

=sinb, -sinb, + cosb, - cosb, - cosl,

Dersom distansen d er kjent, kan formelen for kursen k utledes fra en sinus-setning:

sinl,
sind

i sinl sinl
sink____ % gink = C.sin(90" b, ) =

- osh, .
sin(90°—bp) sind sind P

Utledningen av den siste formelen der kursen k beregnes uten at vi kjenner distansen d, er mer
omstendelig. Jeg har derfor dyttet denne utledningen ned i et vedlegg.
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6. Vertex.

Nar vi falger en storsirkel, er vertex det punktet pa storsirkelen som er naermest geografisk
nordpol (eller sydpol). Da star storsirkelen vinkelrett pa meridianen. Pa figuren nedenfor til
venstre er A et vilkarlig punkt pa storsirkelen (for eksempel avfarende punkt), k er kursen i A,
V er vertex, d, er distansen fra A til vertex, I;, er lengdeforandringen fra A til vertex, mens b,

og b, er breddegraden til henholdsvis A og vertex. Ved hjelp av en regel som kalles Napiers
regel kan vi na sette opp alle de sammenhengene vi gnsker mellom tre av de fem starrelsene

k,d,, I, b, ogb,.

Legg merke til ssmmenhengene mellom starrelsene i den sferiske trekanten som har hjgrner i
A,V (vertex ), og nordpolen, og sirkelen til hgyre:

e De to starrelsene som er nermest V beholdes uendret.
e De andre tre erstattes med 90° —starrelsen.

Na ser Napiers regel slik ut:

Husk da at:

sin(90° —x)=cosx, cos(90° —x)=sinx, tan(90° _X):ta%'

Begrunnelsen for denne regelen finner du i et vedlegg om rettvinklede sfeeriske trekanter.

Nar vi kan bruke Napiers regel, er det egentlig ikke behov for formelsamling nar vertex er
med i bildet. I praksis kan det imidlertid veere hensiktsmessig med standardformler for de
mest brukte beregningene. Da forutsetter vi at avfarende bredde b, og kurs k er kjent.
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Vertex-bredde b, : Vi skal na sette opp en sammenheng mellom b,, b, og kurs k. Av Napiers
sirkel ser vi at 90° —k og b, er motstaende sektorer til 90° —b, . Napiers regel gir:

sin(90° —b, ) =cos(90" —k)-cosh, <> cosh, =sink-cosh, .

Lengdeforandring |, til vertex: Vi skal sette opp en sammenheng mellom |,,, b, og kurs k.
Av Napiers sirkel ser vi at 90" —1,, og 90" —k er tilliggende sektorer til b, . Napiers regel gir:
1 1 1 1

— & tanl, =
tanl,, tank

sinb, =tan(90" -1, )-tan(90° -k ) = . :
¢ ( fv) ( ) sinb, tank
Distanse d, til vertex: Vi skal sette opp en sammenheng mellom d, , b, og kurs k. Av
Napiers sirkel ser vi at b, og d, er tilliggende sektorer til 90° —k . Napiers regel gir:
_ cosk
tanb, -

sin(90"—k)=tanb, -tand, <> cosk=tanb,-tand, < tand

Y

Merk at i de tre formlene vi har utledet, finner vi de ukjente starrelsene uttrykt ved de oppgitte
starrelsene k og b, . Men nar vi farst har beregnet b, , kan vi ogsa beregne 1, og d, uttrykt

ved for eksempel b, og b, . Ulempen ved denne framgangsmaten er at eventuelle
ungyaktigheter i beregningen av b, vil forplante seg videre i beregningene.

Eksempel 5: Du befinner deg i et punkt A i posisjon 15°N, 10°E, med kurs 30°.
a) Bestem posisjonen til vertex for den storsirkelen som du seiler langs.
b) Finn distansen fra startpunktet til vertex langs denne storsirkelen.

Lasning:
a) Finner farst vertex-bredden b, . Vi vet at k =30° og at b, =15°. Av formelen ovenfor far
Vi
cosh, =sink -cosh, =sin30°-cos15° =0.4830 <« b, =611
For & finne vertex-lengden, ma vi farst finne forandret lengde fra startpunktet pa grunnlag
av de kjente starrelsene k og b, . Av formelen ovenfor far vi:

tanl,, = 1_ = £ -_1 =6.6921 < |, =815
tank-sinb, tan30° sinl% -

Deretter finner jeg lengdegraden til vertex ved a legge til lengdegraden til startpunktet:
100E+81.5 =91.5°E.

b) For a finne distansen, benytter jeg at
tand, = C0%K 0830 _ 50301 o d =728
tanb, tanl% —
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Som kontroll setter jeg opp sammenhengen mellom de tre starrelsene om jeg har funnet. Av
Napiers sirkel ser jeg at d, og (90" —1,) er tilliggende sektorer til (90" —b, ), slik at

sin(90"~b,) =tand, -tan(90" 1) < cosh, = tand,
tanl,,
Na er
cosb, =cos61.1" =0.4833,
mens

tand, tan72.8°
tanl,, tan81.5
Med de avrundingene som vi har foretatt, ser resultatet rimelig ut.

=0.4828.

Eksempel 6: Bruk Napiers regel til a sette opp disse formlene:
a) En formel for distansen til vertex nar du kjenner kurs og vertexbredden.
b) En formel for forandret lengde til vertex nar du kjenner kurs og vertexbredden.

Lasning:

a) Jeg ma farst finne en sammenheng mellom distansen d, til vertex, kursen k, og
vertexbredden b,. Av Napiers sirkel ser jeg at disse tre stgrrelsene befinner seg i tre
nabo-sektorer. Napiers regel gir na:

sindv:tan(90°—k)-tan(90°—bv)=i- HN d, = arcsin 11
tank tanb, tank tanb,

b) Jeg ma farst finne en sammenheng mellom forandret lengde |, til vertex, kursen k, og
vertexbredden b, ,. Av Napiers sirkel ser jeg at |, og b, befinner seg i motstaende
sektorer til k. Napiers regel gir na:

sin(90" —k) = cos(90° —b, )-cos(90° ~I;,) <« cosk =sinh, -sinl,,

. cosk . [ cosk
< sinl, =— < |, =arcsin| —
sinb, sinb,

Merk at i begge disse formlene finner du egentlig bare sinus til den starrelsen du er ute etter.
Dersom denne sinus-verdien ligger near 1, kan det vaere vanskelig & avgjgre om du skal bruke

en vinkel som er litt mindre enn 90° eller en vinkel som er litt stgrre enn 90°.

Far vi avrunder, skal vi se ngyere pa de tre formlene for b,, |, og d, uttrykt ved b, og k som

vi har funnet. Alle storsirkler som ikke faller ssmmen med ekvator har to vertex, ett pa den
nordlige og ett pa den sarlige halvkulen. For a forenkle analysen, skal vi bestemme oss for at
nar vi snakker om vertex, er det vertex pa samme halvkule som avfarende sted vi mener.

Dermed far b, og b, alltid samme fortegn.

Bjegrn Davidsen, Universitetet i Tromsg. 2007.



Sfeerisk trigonometri.
Hoveddokument. Side 14

Vertex-bredde: cosb, =sink -cosb,.
Siden bade b, og b, er i omradet [—90", 90°], er cosinus-verdiene aldri negative. Derimot

kan sink bli negativ. For & fa positiv verdi av cosh,, ma vi derfor bruke absoluttverdien til
sink . Videre far vi korrekt fortegn pa b, ved a sette

b, =sgn (b, )-arccos(|sink|- cosb, )

der sgn(b,) betyr "fortegnet til b, ” (sgn = "signum”).

. . 1 1 1 1
Lengdeforandring til vertex: tanl,, =— —— & |, =arctan| — — .
sinb, tank sinb, tank

La oss se pa fortegnet til I,,. Vi vet at sinb, er positiv pa den nordlige halvkule og negativ pa

den sgrlige. Videre vet vi at tank er positiv nar k ligger i 1. eller 3. kvadrant, d.v.s. nar kursen
er nordest eller sgrvest. Dette forer til at:

e Nar avfarende sted og vertex ligger pa den nordlige halvkule, er tanl,, >0 nar k ligger

i 1. eller 3. kvadrant. Da ligger vertex gst for avfarende sted. Dersom k ligger i 2. eller
4. kvadrant, blir vertex vest for avfarende sted. Daer tanl,, <O0.

e Nar avfarende sted og vertex ligger pa den sgrlige halvkule, er tanl,, >0 nar k ligger i

2. eller 4. kvadrant. Da ligger vertex gst for avfarende sted. Dersom k ligger i 1. eller
3. kvadrant, blir vertex vest for avfarende sted. Da er tanl,, <0.

Vi ser at i begge tilfeller gir formelenaat |, € <0°, 90°> nar vertex ligger gst for avfarende sted,

ogat I, e(-90", 0°) ndr vertex ligger vest for avfarende sted.

cosk cosk
< d, =arctan .
tanb, tanb,

Vi tar en tilsvarende analyse som ovenfor:

Distanse til vertex: tand, =

e Nar avfarende sted er pa den nordlige halvkule, er tanb, >0. Daer tand, >0 nar

cosk >0, d.v.s. nar kursen er nordover (mot vertex). Er kursen sgrover (bort fra
vertex), blir tand, <O0.

e Nar avfarende sted er pa den sarlige halvkule, er tanb, <0. Daer tand, >0 nar

cosk <0, d.v.s. ndr kursen er sgrover (mot vertex). Er kursen nordover (bort fra
vertex), blir tand, <O0.

| begge tilfellene ser vi at d, >0 nar vi har kurs mot vertex, og at d, <0 nar vi har kurs bort
fra vertex.

Vi summerer opp:
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b, =sgn (b, )-arccos(|sink|- cosb, ), positiv pa den nordlige halvkule.

I, = arctan( ] , positiv ndr vertex er gst for avfarende sted.

sinb, “tank

cosk - -
d, =arctan , positiv ved seiling mot vertex.
tanb,

7. Storsirkelseilas.

Nar du skal seile fra et avfarende punkt A til et pAkommende punkt P, vil korteste strekning
ga langs storsirkelen mellom disse punktene. (Vi forutsetter at det er fri seilingsled langs hele
storsirkelen). Som navigatar vil du da starte med a beregne startkursen ved hjelp av tangens-
formelen.

Men s& begynner problemene:
Nar du skal seile langs en storsirkel, ma kursen hele tiden endres!!

Denne kursendringen kommer i tillegg til at kursen ma korrigeres pa grunn av avdrift (vind og
strgm).

| praksis er det umulig & justere kursen hele tiden. Men med passe mellomrom ma man
kontrollere at man befinner seg pa storsirkelen, og legge inn ny kurs etter behov. For a fa det
til, ma man beregne mellompunkter pa storsirkelen.

Hvor tett skal disse mellompunktene ligge? Hvor ofte ma man kontrollere posisjon og justere
kurs? Et nyttig hjelpemiddel er & beregne omtrentlig distanse til et punkt der kursen ma
justeres med for eksempel en grad. Slike beregninger blir omtrentlige, bl.a. fordi de ikke tar
hensyn til avdrift.

7.1. Mellompunkter pa storsirkelen.

Vi har ofte bruk for a kjenne mellompunkter pa den storsirkelen vi seiler langs. Slike mellom-
punkter kan settes opp pa flere mater. Som eksempel skal se hvordan vi kan fastsette et
mellompunkt M i en bestemt avstand d,,, fra vertex ndr vi kjenner lengde og bredde for

vertex. Vi benytter de samme figurene som da vi fant sammenhenger mellom avfarende sted
og vertex, bare med den forskijellen at vi na snakker om et mellompunkt M istedenfor et
avfarende sted A.

Farst finner vi mellompunktets bredde, som vi skal kalle b_. Av Napiers regel far vi at

sinb,, =cosd,,, -cos(90" ~h, ) = cosd,y, -sinb, .
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Siden bade d,, og b, er kjent, kan vi na finne b, . Vi merker oss at sa lenge mellompunktet
og vertex ligger p samme side av ekvator blir -90° <d,,, <90° (hvorfor?) slik at cosd,, >0,
og b, far samme fortegn som b, . Men dersom mellompunktet og vertex ligger pa hver sin
side av ekvator blir cosd, <0 slik at b, og b, far motsatte fortegn. Ettersom sinus er

entydig i omradet [ -90°, 90" |, vil det ikke oppsta tvetydigheter.

For & finne mellompunktets lengde, starter vi med & finne dets lengdeforandring 1, til
vertex. Siden bade d, og b, er kjent, bruker vi Napiers regel til & finne I, :

sin(90"-b,) =tand,, -tan(90" - 1,,,) < cosh, =tand,, - 1|
fvm
tand,,,
< tanl,, =—o
cosh,

Her er nevneren alltid positiv, slik at tanl,, far samme fortegn som tand, . Tangens er

entydig i omradet [—90", 90"] slik at det ikke oppstar tvetydigheter dersom mellompunktet

ligger pa samme side av ekvator som vertex. Dersom mellompunktet og vertex ligger pa hver
sin side av ekvator, vil formelen gi en verdi av |;,,, som er 180" feil.

Vi summerer opp:

La b, vare bredden til et mellompunkt M pa en storsirkel, I, er lengdeforandring fra M

til vertex, og d,, strekningen fra M til vertex langs en storsirkel. Da er:

. . tand
sinb,, = cosd,,, -sinb, 0g tanl,, =—2
cosb,

Eksempel 7: | eksempel 5 hadde vi et avfarende punkt med bredde b, =15 og kurs k =30°.
Vifantat b, =61.1" og at |, =91.5". Videre var d, =72.8".

a) Finn koordinatene til et mellompunkt pa storsirkelen der d, =70°.
b) Finn kursen i dette mellompunktet.

Lasning:
a) Finner farst breddegraden til mellompunktet:
sinb, =cosd,, -sinb, =cos70°-sin61.1' =0.2994 < b, =174

Sa var det lengdeforandringen:
_tand,, tan70°
cosh, cos61.1°

Lengdegraden blir da 91.5°E —-80.0° =11.5°E .

~5685 < |, =80.0°

tanl,,,
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b) Lar na vertex spille rollen som “pakommende punkt”. Av tangensformelen far vi
sinl,
tank = -

tanb, - cosb, —sinb, -cosl,
- sin80.0 —0.5874

tan61.1" - cos17.4" —sin17.4° - cos80.0°
< k=304

Vi ser at kursen mé gkes med 0.4°.

7.2. Distanse til kursforandring.
| eksemplet over beregnet vi et mellompunkt etter at distansen til vertex var redusert fra den
opprinnelige verdien pa 72.8° til 707, og fant at kursen matte endres fra sin opprinnelige

verdi pa 30° til en ny verdi pa 30.4°. Men valget av avstand fra startpunkt til mellompunkt
var noksa vilkarlig. Kan vi finne kriterier for nar det er ngdvendig a beregne mellompunkter?

Et naturlig kriterium er at vi skal beregne mellompunkter nar kursen bgr endres med en
bestemt starrelse Ak, for eksempel Ak =1". | et vedlegq er det vist at:

Nar vi seiler ut fra et punkt med bredde b, med kurs k, ma vi endre kursen med en starrelse
Ak etter at vi her seilt en distanse Ad som tilngermet er gitt ved

Ak

Ad x| ———
sink -tanb,

Merk at denne formelen bare gir en tilneermet verdi. Grunnen er at formelen forutsetter at det
seiles pa fast kurs fram til kursendringen utfares. Dermed kommer du et lite stykke bort fra
den storsirkelen som du burde fulgt. Jo starre du velger Ak, jo sterre blir avviket fra stor-
sirkelen. I praksis vil ikke dette avviket spille noen serlig rolle, fordi avdrift (vind og strgm)
under alle omstendigheter vil pavirke kursen.

Eksempel 8: Beregn avstanden til 1" kursforandring med dataene fra Eksempel 5, der b, =15°
og k=30".

Lasning: Distansen til 1* kursforandring blir

Ak | ' | 746
sink -tanb,| |sin30° -tan15’| =—

Dette resultatet kan kontrolleres pa flere mater. Det enkleste er a regne som om vi har fulgt en
storsirkel hele veien, og bruke Napiers regel. Siden den opprinnelige distansen til vertex var

72.8°, er gjenvaerende distanse fra mellompunktet til vertex
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d,, =72.8 —7.46" =65.34".
Kaller kursen i mellompunktet for k. Av Napiers regel far jeg

1 1
tank,, “tan b,
1 1 1 1
sind,,, tan b, " sin65.34° tan6l.l’

sind,, =tan (90" —k, )-tan(90° - b, ) =

< tank, =

~06074 < k, =312

Jeg ser at kursen ma endres med 1.2°, ikke bare med 1° som den skulle blitt ifalge formelen.

Jeg kan ogsa regne som i Eksempel 7, og farst finne koordinatene til mellompunktet.
Finner farst breddegraden til mellompunktet:

sinb, =cosd,, -sinb, =c0s65.34" -sin61.1' =0.3653 < b, =21.4".

Sa var det lengdeforandringen:

tanl, = @N0m _1aNOS34 o0, o _71s5

cosb, cos61.1° -

Av tangensformelen far vi

sinl,, B sin77.5°
tanb, -cosb,, —sinb, -cosl,,, tan61.1"-cos21.4°—sin21.4"-cos77.5

m

tank, =

=06073 < k, =313

Hvis du synes at formelen over for & finne distansen til kursforandring er for ungyaktig, kan
du lese videre. Ngkkelen til ungyaktigheten ligger i den store avstanden mellom avfarende
bredde og bredden til mellompunktet. Se hva som skjer dersom vi erstatter b, med gjennom-
snittsverdien av avfarende bredde og bredden til mellompunktet:

b, +b, 15 +21.4

b= =18.2".
2
Da blir
Ad = Ak _|= - ! =6.08
sink-tanb| sm30°-tan18.2°| =
slik at

d, =72.8"—6.08" =66.72".

Brukes denne verdien i den farste kontroll-formelen fra eksempel 8, far vi
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1 1 1 1
sind,, tanb, sin66.72° tan61.1°

tank, = =0.6010 < k, =31.00".

Dette var vel bedre?

La oss prgve a generalisere. Vi endrer formelen for Ad til

Ak |

Ad ~|—
sink - tan(b, + Ab)|

der Ab er en korreksjon som svarer til halve breddeforandringen fra avfarende bredde til
mellompunktets bredde. Na er det ikke enkelt & finne denne starrelsen eksakt. Heldigvis er det
heller ikke ngdvendig. Det greier seg om vi finner et tilneermet uttrykk for Ab. | vedlegget er
det vist at

1
2

Ak

Ab~ | ——
sink - tanb,

-cosk

er en god tilnermelse nar vi ikke er for neer ekvator. Dersom du er nar ekvator, bar du bruke
1
Ab = EM -cosk

der v er skipets fart i knop.

Eksempel 9: Beregn avstanden til 1 kursforandring med dataene fra Eksempel 8.

Lasning: Vi er sapass langt vekk fra ekvator at vi bruker
1 Ak

Abr —|—— |c0330° =
2|sink - tanb, —

2tan15° -sin 30|

Distansen til 1° kursforandring blir

Ak | =| L | =6.08".
sink - tan (b, + Ab)| |sin30° “tan (15 +3.20)| 26

Ad =

Vi har allerede vist at denne verdien farer til et mellompunkt der kursforandringen er ngyaktig
1.00°.
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