Forelesningsnotater i matematikk.
Polynomdivisjon. Side 1

Polynomdivisjon.

Du vet sikkert at et uttrykk av formen
ax"+a, X"+ +ax +ax+a,

er et polynom av n’te grad. For eksempel er uttrykket
2x° —x+1

et tredjegradspolynom, mens et tall (for eksempel 4) alene kan oppfattes som et nulltegrads-
polynom.

La oss ga rett pa sak:

Vi skal ikke bevise pastanden, men skal heller demonstrere hvordan vi gar fram for a
omforme brgker av formen

P(x)
Q(x)
der P(x) har hayere grad enn Q(x) til uttrykk av formen

Denne teknikken kalles polynomdivisjon.

Lasning: Jeg foretrekker et oppsett der jeg skriver brgken som en divisjon:
(3x° = x* +2x+4):(x+2).

Sa deler jeg 3x pa x (som er hayeste potens i nevnerpolynomet), og far 3x*. Dette farer jeg
slik:

(3x3—x2+2x+4):(x+2)=3x2

Neste trinn er & multiplisere 3x*> med nevneren x + 2, og skrive resultatet under teller-
polynomet:
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(3%° = X* +2x+4):(x+2)=3x*
3x* +6x°
Sa trekker jeg 3x° +6x° fra det opprinnelige tellerpolynomet, slik at x*-leddet forsvinner:
(3x3 -x? +2x+4):(x+2):3x2
—(3x° +6x)

—TX* +2x+4

N& gjentar jeg prosessen, ved at —7x* deles pa x. Jeg far —7x, som skrives slik:
(3x3—x2 +2x+4):(x+2):3x2 —7X

—(3x° +6x2)
—7X*+2x+4

Deretter multipliseres —7x med x + 2, resultatet skrives nederst og trekkes fra slik at x* -
leddet forsvinner:

(3x3—x2 +2x+4):(x+2):3x2 —7x
—(3x3 +6x2)
—TX*+2x+4
—(-7x* -14x)
16x +4

Na gjenstar det bare a dele 16x pa x og fa 16, multiplisere 16 med x + 2, og trekke fra slik at
x-leddet forsvinner:

(3x° = Xx* +2x+4):(x+2) =3x* ~Tx+16
—(3x° +6x°)
—7xX*+2x+4
—(-7x* -14x)
16X + 4
—(16x+32)
-28

N& er vi ved veis ende. Vi har vist at

32
3X° =X +2X+453x2—7x+16— 28 .
X+2 X+ 2
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Jeg vil anbefale at du er ngye med a skrive ledd med samme potens under hverandre, slik at
det er lett & holde oversikten. Om ngdvendig kan du skyte inn 0-ledd slik som i neste
eksempel:

Eksempel 2: Utfgr polynomdivisjonen
2x' +x*=3x* +3
X2 -1 '

Lgsning: Jeg skriver bare ned den fullstendige divisjonen uten & kommentere hver enkelt
operasjon:

(2x4+x3—3x2+Ox+3):(x2+0x—1):2x2+x—1
—(2x4 +0x° —2x2)

x> —x*+0x+3

—(x3 +0x2 —x)

—x*+x+3
—(—x2—0x+1)

X+ 2

Resultatet blir altsa:
2x4 +x —3x*+3 X+ 2
i . 2 o x—1+4 2+ :
X -1 X -1

Oppgave 1.

Vi sier at polynomdivisjonen gar opp dersom restleddet R(x)=0. Da kan vi skrive

PO _ X) < X)=K(x)-Q(x).
Q(X)—K() P(x)=K(x)-Q(x)

Vi ser at polynomet P(x) er blitt faktorisert i de to faktorene K (x) og Q(x).
Det er vanskelig & sette opp generelle kriterier for at en polynomdivisjon skal ga opp uten a

utfare selve divisjonen. Men det er ett spesialtilfelle som er viktig, og som er forholdsvis lett &
handtere:

Dersom P(a)=0, vil polynomdivisjonen P(x):(x—a) gé opp.
Vi sier at P(x) er delelig med (x—a) ellerat (x—a) er faktor i P(x).

Dette ser vi enkelt: Dersom divisjonen P(x):(x—a) gér opp, har vi

%E K(x) < P(x)=K(x)-(x—a).
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Settinn x=a slikat x—a=0.Hvisnd P(a)=0, ser du at identiteten er oppfylt.

Eksempel 3: Undersgk om polynomet
P(x)=x>-x*+x+3

har (x —1) , (x+1) eller (x—2) som faktor.

Bruk resultatet til & faktorisere P(x).

Lesning: Regner ut P(1), P(-1) og P(2), og far:
P(1)=1-1+1+3=4
P(-1)=(-1)’ —(-1)" +(~1)+3=0 slik at x—(~1) = x +1 er faktor i P(x).
P(2)=2"-2"+2+3=9.
Vi ser at bare P(-1)=0, slik at P(x) kun er delelig med faktoren x —(-1)=x+1.
Da kan vi utfgre en polynomdivisjon:

(x*=x*+x+3):(x+1)=x"—2x+3
—(x*+x*)
—2X* +x+3
—(—2x2—2x)
3x+3
—(3x+3)

0
Dette farer til at
X — X2 +x+3z(x2 —2x+3)(x+1).

Eksemplet over illustrerer et vanlig problem: Du har et polynom av typen

P(x)=a,x"+a, X"+ +a,X" +a,X+a,
der a, er et helt tall, og skal preve a finne eventuelle faktorer x —a der a er et helt tall slik at
P(x) er deleligmed x—a . Da kan du féar bruk for setningen nedenfor:

Dersom
P(x)=a,x"+a,_ X"+ +a,x" +aX+a
skal veere delelig med x—a deraog a, er hele tall, ma a veere faktor i a,.

Vapnet med setningen over kunne du med en gang sagt at i Eksempel 3 kan x* —x* + x +3
umulig veere delelig med (x —2) fordi 2 ikke er faktor i a, =3.
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Eksempel 4: Faktoriser (om mulig) polynomet
P(x)=x"-2x*-7x*+8x+12.

Lesning: Vi ser at a kan veere £1, +2, +3, +4, 16 eller £12 fordi alle disse tallene er
faktorer i 12. Vi prgver oss fram:
P(1)=1"-2-°-7-1°+8-1+12=12.

P(-1)=(-1)"-2-(-1)"=7-(-1)" +8-(-1)+12 =0 slik at x+1 er faktor i P(x).
P(2)=2*-2-2°-7-2"+8-2+12=0 slik at x—2 er faktor i P(x).

Né vet vi at P(x) er delelig med
(x+1)(x=2)=x*=2X+Xx—2=x"—Xx—-2.

Vi utfarer polynomdivisjonen:
(x“—2x3—7x2 +8x+12):(x2—x—2):x2—x—6
—(x“ i 2x2)
—x3—5x* +8x+12

—(—x3 +x%+ 2x)

—6X°+6x+12
—(—6x2 + 6x+12)

0
Til slutt faktoriserer vi x* —x —6 ved hjelp av formelen for lgsing av andregradslikning:

(D) ~41(-6) _16Te2a _ { 5=3
2.1 2 B2
slik at
X2 —x—6=(x=3)(x—(-2))=(x-3)(x+2).
Dermed har vi at
P(x)=x"=2x"-7x" +8x+12=(x" - x - 2)(X’ —x—6)
=(x+1)(x—2)(x+2)(x—3)

X)-Xx-6=0 < x=

Oppgave 2.
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