Forelesningsnotater i matematikk.
Tallfglger og rekker.

5. Taylor-rekker.

5.1. Utledning av Taylor-rekker.

Innledningsvis satte jeg opp tre potensrekker som jeg pasto konvergerer mot henholdsvis e*,
cosx og sin x. Na skal jeg vise hvordan disse rekkene framkommer.

For & komme pa sporet av hvordan vi utleder disse rekkene, kan vi se litt pa de farste partial-
summene i rekka for e*. Du husker sikkert at i innledningen pasto jeg at
e =1+ x+Ix+ L +Lx 4o,
La oss bruke skrivematen T, (x) for den n’te partialsumen av denne rekka, slik at
T,(Xx)=1+x, T,(X)=1+x+£4x%, T,(X)=1+x+5x* +£x°.
Nedenfor finner du grafene av disse partialsummene (tynn strek) sammen grafen for e* (tykk
strek):

yg_‘_ ys_‘_ ys-‘-

2T 2T 2T
5 R .
T,(x)=1+x T,(X)=1+x+Lx° T,(X)=1+x+£x* +£x°

Du ser at T,(x) =1+ x er tangent til grafen til €* nér x=0.
Grafen til T,(x)=1+x+4x* tangerer ogsa grafen til e* ndr x =0, og de to grafene ser ogsd

ut til & ha samme krumning naer x=0.
Grafen til T,(x) =1+ x+ L x?+21x° ligger enda tettere inn til grafen til e* naer x=0.

Disse egenskapene kan tyde pa at for alle partialsummene der n>3 er:
f (0)=T,(0) fordi grafene faller sammen nar x=0.

f'(0)=T,'(0) fordi grafene har samme stigningstall nar x =0.

f*(0)=T,"(0) fordi grafene ser ut til & ha samme krumning nar x=0.

Na har vi funnet en ende som vi kan ngste videre pa. Enn om vi bygger opp en partialsum ved
a kreve at partialsummen skal vare lik funksjonsverdien nar x =0, og at alle de deriverte av
partialsummen skal veere lik den tilsvarende deriverte av funksjonen nar x = 0? Hvis vi er
heldige (og dyktige), kan vi kanskje finne et system slik at partialsummen etter hvert far
uendelig mange ledd. Da gar den over til & bli en uendelig rekke. Og hvis vi er enda heldigere,
vil denne rekka konvergere mot den funksjonen som vi gikk ut fra, i alle fall nar x ligger
innenfor et konvergensintervall.

Men vi trenger jo ikke & bygge opp partialsummen rundt x =0. Vi kan heller bygge opp
partialsummen rundt en vilkarlig verdi x =a. En slik partialsum med n ledd kalles et Taylor-

polynom, og skrives T (x).
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Vi gnsker altsd & finne koeffisientene c,, c,, ¢, osv. i ei rekke

T2(x)=c,+¢ (x-a)+c,(x—a) +c,(x—a) +¢c,(x—a) + - +c,(x—a)".

n

(Denne rekka har egentlig n+1 ledd, men det bryr vi oss ikke om na.)

Vi deriverer, og far

iTn""(x):cl+2c2(x—a)+303(x—a)2+4c4(x—a)3+--~+n-cn(x—a)”71
X

2
ST ()= 26, +3-26,(x-a) + 4:3, (x-a) + - +n(n-1)-, (x~a)"
d® _, n-
an (x)=3-2c,+4-3-2(x—a)+--+n(n-1)(n-2)-c,(x-a) ’
Og slik fortsetter det.

Sa skal kravene vare oppfylles:
Ti(a)=f(a) & c,=f(a).

d d d
—T(a)=—"f =—1f(a).
dX n (a) dX (a) < c‘\'1 dX (a)
d” —. d’ d’ 1 d?
WTH (a)zwf(a) = ZCZZW'f(a) = CZZE.Wf(a)
d3 a d3 d3 1 d3
an (a)zwf(a) = 3-2C3:@f(a) = C3:E.ﬁf(a)'
Og slik fortsetter det. Du innser sikkert at vi ender opp med den generelle formelen
1 d*

Ck :wa(a)

Na er vi faktisk i mal. Den rekka som framkommer, kalles Taylor-polynomet av n’te grad for
f(x) om (x — a). Vi summerer opp:

Gitt en funksjon f (x) som er n ganger deriverbar i et intervall,

og et punkt x =a i dette intervallet.
Taylor-polynomet av n’te grad for f (x) rundt x=a er

Trf‘(x):Zn:ck(x—a)k =C,+C(x—a)+ - +c,(x—a)"
k=0
1 df
der c, :E-Wf(a), k=0,1,2,---,n.

Na er det veldig fristende a la n — oo . Den potensrekka som da framkommer, kalles Taylor-
rekka for f(x) om (x — a). Men det gjenstar et stort og viktig problem: Kan vi vare sikre pa at
denne Taylor-rekka konvergerer mot den funksjonen f (x) som vi gikk ut fra? Eller en mer

forsiktig formulering: fins det et intervall for x slik at Taylor-rekka konvergerer mot f (x)?
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Svaret pa dette problemet ligger i en setning som kalles Taylors setning, og som vi ikke skal
bevise:

Gitt en funksjon f (x) som er n+1 ganger deriverbar i et intervall,
og et punkt x =a i dette intervallet. La

T2 () =Y, (x-a)
k=0
veere Taylor-polynomet av n’te grad for f (x) rundt x=a. Daer
f(x)=T,"(x)+R,(x)

der
f(n+1)(c) o
R =— \V(y_
(0= (x2)
og c er et tall mellom a og x.

Det sentrale i denne setningen er at f (x) er lik Taylor-polynomet pluss et stygt ledd
f (n+1) (C)

n+1
R (x)=——=(x-a) ,
0=y (79
som kalles restleddet i Taylors setning. Dersom vi kan vise at dette restleddet gar mot 0 nar

n — oo, har vi faktisk vist at Taylor-rekka er lik f (x). Men dette kan veere problematisk,

ikke minst fordi restledd-formelen inneholder en ukjent sterrelse c. Det eneste vi vet om c er
at den ligger mellom a og x. | praksis koster vi helst restledd-formelen under teppet, og tar

sjansen pa at dersom Taylor-rekka konvergerer, sa konvergerer den mot f (x). Denne
konvergensen undersgker vi med forholdskriteriet, som ogsa gir oss konvergensintervallet.

En liten merknad til slutt: Sveert ofte setter vi opp Taylor-polynom og Taylor-rekker rundt
X =0. Slike polynom og rekker rundt x =0 kalles Maclaurin-polynom og Maclaurin-

rekker. De rekkene jeg har presentert for e*, cosx og sinx er egentlig Maclaurin-rekker.

Na er det pa tide a vise at de rekkene vi satte opp i innledningen for €*, cosx og sinx
virkelig stemmer. Vi skal gjgre det ved a sette opp Macaurin-polynom, la n — oo, og til slutt
undersgke konvergensen med forholdskriteriet.

Eksempel 5.1: Sett opp Maclaurin-rekka for
a) f(x)=e".

b) f(x)=sinx.

c) f(x)=cosx.

Undersgk konvergensen for disse rekkene.
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Losning: Som regel lgnner det seg & starte med & derivere f(x) mange ganger, og se om Vi

finner et system. Deretter setter vi inn x =0 (husk at vi skal finne Maclaurin-rekker), og
finner koeffisientene i rekka med formelen

1 d*
c, =—-——T(0).
“ k! dxK (0)
a  f()=¢ o Lix=e o Lin=¢ o - o Lix=¢
dx dx’ dx*
Da blir
1 1 1d 1
c,=—-f(0)==-e=1 c,=—-—1f(0)==-e"=1
00!()1 11!dx()1
1 d° 1 1 1 d° 1 1
== .— f(0)==-e"== =—.—f(0)==-e"==
22!dx2()2! 2! 33!dx3()3 3!
Og generelt:
1 d* 1 , 1
% =i g (0% S
Da blir rekka
€ =Cy +CX+C X2+ X+ o+ O X+
TRV R SV IOIE B SR Y
2! 3! k! o k!
Undersgker konvergensen med forholdskriteriet:
a klll e Xk+l k! 1
L =lim |2 = im S22 im = lim|————x| = lim——|].
k—>o0 a, k—>o0 %X k—>o0 (k_|_1)l X k—>o0 kl(k_|_1) k—o k +1

Men denne grenseverdien gar mot null nar k — . Daer L <1 for alle verdier av x, slik
at rekka konvergerer for alle x.

2 3
by f(x)=sinx < %f(x)zcosx = %f(x):—sinx = Ff(x):—cosx
4 5 6

o %f(x):sinx o (;ij(X):COSX = Wf(x):—sinx o

Og slik fortsetter det. Vi ser at det samme mgnsteret vil gjenta seg. Da far vi at:

cozé-f(o):%-sinO:O. c4=%-3—); (0)=%-sin0:0.
Cl:%.%f(o)z%cosO:l. Cszé.j_;f(o):é.cosozé.

c, :%.s_;f(o):%-(—sinO):O. ¢, :é.;_);f(o):é.(—sinO)zo.

c, :%.%;f(o):%-(—coso)z—%. c, :%.j_);f(o):%-(—COSO)=—%-

Vi ser at annenhver koeffisient blir lik null. De gjenveerende koeffisientene far
alternerende fortegn, med absoluttverdi -, . Maclaurin-rekka blir da
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i — 2 3 k
SINX =Cy + C X+ C, X +CoX + -+ + G X+ -+

k
:x—£x3+£x5—ix7+---+ (_1) x2KH :i x 2+
3! ol 7! (2k +l) ko 2k +l

Sa var det konvergensen. Merk at fortegnet til leddene ikke spiller noen rolle pa grunn av
absoluttverditegnene:

( () )Xz(k+1)+1
k+1)+1)!

k—o0 (71)k 2k +1 ‘ koo

X2 (2k +1)

. |a
L = lim|=L| = .
o (2k+3)1 x|

kK —o0 ak

(2k+1)!
I

=lim (el X% = lim L X2

ke (2k +1)!-(2k+2)(2k+3) k—>°°(2k+2)(2k+3)

Men denne grenseverdien gar mot null nar k — . Daer L <1 for alle verdier av X, slik
at rekka konvergerer for alle x.

c) Her kan vi ga fram pa samme mate som da vi utledet rekka for sinx. Men det er lettere a
benytte at &-sin x = cos x. Vi deriverer derfor Maclaurin-rekka for sinx, og far

k
Cos,x:1—£-3x2 +£-5x4 TN +ﬁ(2k +1)x*
3! 5! 7! (2k +1)!

K k
=1—£X2+£X4—£X6+"'+ﬂ 2k A (_1
2! 41 6! (2k)!

Denne rekka far samme konvergensintervall som rekka for sinx, d.v.s. at rekka
konvergerer for alle x.

Vi utleder ei rekke til:

Eksempel 5.2: Sett opp Taylor-rekka til f (x) =Inx rundt x =1, og undersgk konvergensen
for denne rekka.

Lgsning: Vi gar fram pa samme mate som far:

f(x)=Ihx < %f(x):izx‘1 SN (;sz f(x)=—x? < ;—;f(x):—(—Z)x‘3
o Lt00=-( = L im=—(D(9 ()"

& o (;jxk f(x)=(=1)(-2)(=(k=1))x* = (-2) " (k=1)+ x*

Da blir (husk at na er a=1):

1 1 1 d 1
=—.f(1)==-In1=0. —f(1)==-1"=1
C"0! ()1n ll'dx()l
1 d? 1 1 1 d° 1 1
i P () =i
K 21 dx? ® 2!( ) 2 E 31 dx® @) 3! 3
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1 d* 1 1
=—.—f(1)==-(-1)(-2)(-3)-1" =-=.
o= g7 f Q= (D(-2)(3) T =3
Og generelt:
1 d* 1 k-1 _ (—1)k_1
=— — f()==-(-1) (k-r1*=2A~_,
=i (@)= (D (kD =
Da blir rekka
Inx:co+cl(x—1)+c2(x—1)2+c3(x—1)3+---+ck(x—1)k+---
k-1 k-1
— (x=1) =2 x4 21 e gy 3 Y gy
2 3 k =
Undersgker konvergensen med forholdskriteriet:
() ke ke
L = lim [ 21| = lim kj“( 1)k im0k k|=|imL(x—1)|
| g | oe| (g ‘ kol K+l (x-1)| o=lk+1
. 1
=0 [x- =T x=1=|x-1

Rekka konvergerer nar
L<l & [x-1<1 & -1<x-1<1 < 0<x<2.

Ma ogsa sjekke endepunktene:

X =0: Rekka blir
oo (_1)k,]_ ) o (_l)kflfk 00 (_1)71 o 1
LS AP L o G/ R o G/ P o
Z‘ k (0-1) ; k ; k ka1 K

Men denne summen er den harmoniske rekka som vi vet divergerer.
X = 2: Rekka blir

S ooy -3 e e

o K o K a Kk

Her har vi den alternerende harmoniske rekka (riktignok med negativt fortegn) som vi vet

konvergerer.
Altsa konvergerer rekka nar 0 < x< 2.

venstre er grafen til Inx plottet med tykk strek, mens

naermere inn mot grafen til Inx nar antall ledd gker,

konvergere mot Inx.

Det kan vare instruktivt a plotte grafen til Inx sammen
med noen av partialsummene til Taylor-rekka. Pa figuren til

summen av de 5 farste leddene i rekka er plottet med tynn
strek og summen av de 10 farste leddene er plottet med
stiplet linje. Vi ser hvordan disse partialsummene kommer

forutsatt at vi befinner oss innenfor konvergensintervallet.
Gar vi utenfor konvergensintervallet, vil rekka absolutt ikke

Ta forresten et lite tilbakeblikk pa Eksempel 4.7. Der utledet vi den samme rekka med det

samme konvergensintervallet pa en annen mate.
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Oppgave 5.1.

I neste eksempel skal vi sette opp en Maclaurin-rekke som kalles den binomiske rekka:

Eksempel 5.3: Sett opp Maclaurin-rekka for
f(x)=(1+x)".

Lgsning: Vi gar fram etter kjent manster:

f(x)=1+x)" < %f(x):m(ljtx)m_1 = (;j—xzzf(x):m(m—l)(1+x)m_2
=N j—;f(x):m(m—l)(m—z)(1+x)m3 =N
= %f(x):m(m—1)~-~(m—(k—1))(1+x)m_(k_l)
Da blir:
c,=f(0)=(1+0)" =1.
=1 1(0)=m(1+0)" = m.
czzé%f(o):%m(m_n(uo)mZzém(m_n.
(:3=%%f(0)=%m(m—1)(m—2)(1+0)m3=%m(m—1)(m—2).

Og slik fortsetter vi. Du ser at

1 d* 1 n-tey  M(m=1)--(m—(k-1))
¢ =1 g F(0)= 1 m(m=1)-+<(m—(k-1))(1+0) D - i .
Hele rekka blir

(1+x)" =1+mx+ m(nzw!—l) X2 + m(m—2!(m—2)x3 4o
:1+§m(m—1)(m—i!) - (m-k+1) X

Vi skal hoppe over undersgkelsen av konvergens. Men vi kan vise at konvergensintervallet er
-1<x<1.

Merk at dersom m er et helt, positivt tall, vil rekka fa et endelig antall ledd. Hvis for eksempel
m =3, far vi at

(1+ x)3:1+3x+3'2

, 3.2:1
o1 X"+

X} =1+3x+3x° +x°

som du (forhapentlig) kjenner fra far. Alle etterfalgende ledd far koeffisient lik null.

Nedenfor ser du et eksempel pa bruken av denne rekka:
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Eksempel 5.4: Sett opp Maclaurin-rekka for

f(x)=\/m.

Lasning: Vi starter med en omskrivning:
F(X)=a—x2 =VA- J1-£ =21 (%) = 2(1—(§)2)5 .

Hvis vi n setter m =1 og erstatter x med —(%)”, kan vi bruke den binomiske rekka:
4-x2 = 2(1—(;)2)%
1(1_1q 2 1(L_1)(:-2 3
o egf-(ay o Aoy 2

=2 _lxz_ix“__xfs_... = _lxz_ix‘l_ixfs_k
8 128 1024 4 64 512
Rekka konvergerer nar

“1<-(2'<1 & 1>£50 & 4>x>0 & -2<x<2.

5.2. Oppsummering.
Na er det pa tide a oppsummere de viktigste av de rekkene vi har funnet.

S TUE S IE S IIE RS oY for alle x
2! 3! 41 k!
k
cosx:l—iszrix“—ixﬁ+o~:zﬂx2k for alle x
2! 41 6! k_o(Zk)!
k
sinx:x—£x3+ix5—ix7+---:z (-1 G for alle x
CTMEETIT S (2k+1)!
1 2 8 w(_l)k_l k
Inx=(x-1)-4(x=1) +3(x-1) —---=>" ” (x-1)" for 0<x<2
k=1
%:1+x+x2+x3+---:ix" for -1<x<1
- X k=0
(1+x)" =1+mx+ ( _1)x2+m(m_z)l(m_2)x3+
:1+im(m—1)(m—i?---(m—k+1)xk for -1<x<1
k=0 .

Jeg forventer ikke at du gar rundt og husker alle disse rekkene. Men jeg forventer at du vet at
de eksisterer, og at du kan finne dem fram etter behov. Husk ogsa at vi kan finne mange nye
rekker pa grunnlag av disse. Vi kan integrere rekkene, derivere dem, erstatte x med andre
uttrykk, multiplisere rekkene med funksjoner av x, osv. slik vi gjorde i notatet om
potensrekker.

Bjegrn Davidsen, Universitetet i Tromsg. 2009.



Forelesningsnotater i matematikk.
Tallfglger og rekker.
5.3. Anvendelser av potensrekker.

Innledningsvis sa vi pa et par anvendelser av potensrekker. Vi skal avslutte med a se pa noen
flere anvendelser. Veer klar over at det fins utrolig mange andre anvendelser enn de vi
kommer inn pa her. Potensrekker dukker ofte opp i statistikk, fysikk, mekanikk osv, sa jeg vil
anbefale at du kjenner disse rekkene og disse anvendelsene.

5.3.1. Numerisk beregning av bestemt integral.

Vi sd i innledningen et eksempel pa hvordan vi kan bruke rekker til & beregne et bestemt
integral. Men vi tar et eksempel til.

Eksempel 5.5: Innenfor statistikk benytter vi ofte normalfordelingen, som farer til at vi ma
beregne integral av typen

| dette eksemplet setter vi t =1, slik at vi skal beregne det bestemte integralet
I "o dx.
0

Legsning: Vi tar utgangspunkt i rekka for e*:

e* :Zixk :1+x+ix2+£x3+%x4+---

= k! 2! 3!

Erstatter x med —1x* og fér:

e &l 0 & (1) 1 1 1 1

e =) —(-ix*) = X =1-=x*+ x* - x° + -

ék!( 2 ) ;Zk-k! 2 22.2! 23.3l 24 .41
Integrerer:
1e’%xzdx:jll—ix2+ 1 x* — ! X%+ ..o dx
0 ol 2 22.21 2.3

At Ll osss
3 2215 2237 —

Siden rekka for e ** er ei alternerende rekke, er feilen vi gjer ved a avbryte rekka mindre enn

absoluttverdien av det farste leddet vi slgyfer. Feilen ved var verdi av integralet er da mindre
enn

1
[, . dex=[ 2 -lxg} ~ 1~ 0.0003.
02*. 41 2*.41 9" | 3456

Ngyaktigheten er altsa god nok for alle praktiske formal.
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5.3.2. Forenkling av kompliserte uttrykk.

| praktisk arbeid kommer vi ofte ut for uttrykk som er temmelig kompliserte. Da kan det veere
nyttig a erstatte disse med andre uttrykk som er nesten riktige, men som er atskillig enklere a
arbeide med. Nedenfor ser du et kjent eksempel:

Eksempel 5.6: Innenfor relativitetsteorien er kinetiske energi gitt ved formelen

W = mocz(%— J
1-(¢)

der m, er massen til legemet nar det er i ro, v er legemets fart, og c er lysfarten.
Vis at dette uttrykket er tilngermet lik

W =1imyv?
nar v<<c.

Lasning: Vi benytter formelen for binomisk rekke med m =—2, og erstatter x med —(%)2. Da
far vi:

W = myc? (%@—1} = m,c? ((1—(%)2)é —1j
e (-2 ETE (o

(1 v 3v* (1 3V 1,
=mc?| = —+ + oo [=myv E+——+--- zzmov

2 ¢ 8ct 8¢’

fordi de resterende leddene inneholder faktoren Z—i som er forsvinnende liten nar v<<c.

5.3.3. Bestemmelse av grenseverdier.

Du vet forhapentlig hvordan du kan finne grenseverdier ved hjelp av L’Hdpitals regel. Men
noen ganger er det lettere & bruke kjente Taylor-rekker. Teknikken illustreres i eksemplet
nedenfor. Med litt trening gar det mye fortere a se lgsningen enn a skrive den ned.

Eksempel 5.7: Finn
. X-sinx
lim .
x>0] —COoS X

Lasning: Setter inn rekkene for sinx og cosX :

. 3 5
X-Sin X X(X—%X + 4 X —) XZ_%XHéXG_...

lim =1lim > . =lim S !
x=01 — COS X X_’Ol—(l—%x +%X _) Xx—0 %X —%X tooc
1-1x*+ix* = 1-0+0----
—h 3! 51 _ _
—!(I_I;T;l) L_LXZ_F... - 1_0+... _g
2! 41 2
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5.3.4. Lgsing av differensiallikninger.

Uansett hvor flink du er til & lgse differensiallikninger, vil du far eller senere rake ut for
likninger som ikke lar seg lgse eksakt. Da kan det veere lurt a anta at lgsningen kan skrives
som ei potensrekke, og ga pa jakt etter leddene i denne rekka. Vi skal ikke fordype oss i teori,
men heller illustrere teknikken med et par eksempler.

Eksempel 5.8: Finn ei potensrekke som er lgsningen av disse differensiallikningene:
a) y+x-y=1, y(0)=1.
b) y'+x-y=e*, y(0)=0.

Lasning: Vi antar at lgsningen kan skrives som ei potensrekke rundt a=0:
y(X) =c, +CX+C,X* +Cx° + ¢ X" + -+

Da blir
y'(X) =c, +2¢,X +3¢,X* +4¢, X +---.

Sa setter vi inn i differensiallikningen:

a) Nér y(0) =1, ser vi direkte at ¢, =1. Innsetting gir:

N—
Il
=

(€, +2¢,x+3c,%x% +4c,%° + ) + X(1+ X + X% + CX% + C,x* + -+
C,+(2c, +1)x+(3c,+ ¢, )X* +(4c, +¢,)x° +---=1
Denne likheten skal vaere oppfylt for alle verdier av x. Da ma vi ha:
¢, =1.
2c,+1=0 & c,=-%.
8020 =l = @ o= === lo—,
4c,+¢,=0 & ¢,=-1¢,=-%1-(-%)=%.
Slik kan vi fortsette. De farste leddene i rekka blir derfor

_ 12 143, 1,4
yO) =1+ x-3x" —4x’ +1x 4.

1

~— W~

Du ser sikkert at vi far sammenhengen

n-c,+¢,,=0 < c¢,=-2c,, ndrn=234,.--.
Siden vi vet at ¢, =c, =1, kan vi na sette opp formler for c, . Vi skal ikke gjare dette, men
bare nevne at nar vi har slike formler for c_, kan vi ogsa undersgke konvergensen av den
uendelige rekka som framkommer.

b) Nar y(0) =0, ser vi direkte at ¢, = 0. Dessuten ma vi benytte rekka for e*:
e* TNV Y SR S
2! 3! 41
Innsetting gir:
(€, +20,X+3C,%" +4¢, x> +-++) + X(CX + €, X7 + CX* + ¢, X" +-++)

Sl se ety Ly
2! 3! 41

1 1 1
cl+202x+(303+c1)x2+(4c4+c2)x3+-~=1+x+5x2+ax3+mx4+-~

Bjegrn Davidsen, Universitetet i Tromsg. 2009.



Forelesningsnotater i matematikk.
Tallfglger og rekker.

Denne likheten skal veere oppfylt for alle verdier av x. Da ma vi ha:

4e,+c,=% o ¢, =%(4-¢,)=1-(1-1)=-%

Slik kan vi fortsette. De farste leddene i rekka blir derfor
yO)=x+3ix* -2 —LIx*+-..

Ogsa her er det mulig a sette opp en formel for ¢ slik at vi kan undersgke konvergensen
for den uendelige rekka.

Dersom vi kun er interessert i hvordan lgsningen av likningene i eksemplet oppfarer seg nar
|x| <<1, vil de lgsningene som er funnet ovenfor ofte veere tilstrekkelige. Men for & f& en

fullstendig og palitelig lgsning, bar vi undersgke konvergensen av rekka. Vi skal ikke komme
inn pa slike problem i denne lille innfaringen. Vi skal heller ikke vurdere om det i det hele tatt
er mulig a finne potensrekker som lgser differensiallikningen.

5.4. Blandede oppgaver.

Etter alt dette er du sikkert ivrig etter & prgve deg selv pa noen blandede oppgaver med
lgsningsforslag.

Bjegrn Davidsen, Universitetet i Tromsg. 2009.
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