Forelesningsnotater i matematikk.
Tallfalger og rekker.

2. Generelle egenskaper for tallfglger.

2.1. Konvergens.
Vi starter med en viktig definisjon:

En tallfelge {a,} konvergerer mot A

J def.
lima, =A.

n—oo

Vi sier at en tallfglge divergerer dersom den ikke konvergerer.

I mange tilfeller kan vi avgjere konvergensen ved & benytte enkle og velkjente teknikker for &
bestemme grenseverdier:

Eksempel 2.1: Undersgk konvergensegenskapene for tallfglgen

a) {%}, neN.

b) {%n}, neN.

C) {nTJrl} neN,.

d) {2n+3},neN.
n

Lasning:

n—oo n
b) Viseratnar n— oo vil ogsd +n — o, slik at tallfglgen divergerer.
c) Vi benytter at

a) Viserat lim (lj =0, slik at tallfalgen konvergerer mot 0.

n+1 n 1 1
—=—+—=1+—,
n n n n
slik at
Pt |im[1+1j=1+|im(1j=1+0=1.
n—oo n n—oo n n—oo n

Tallfglgen konvergerer altsa mot 1.
d) Vi multipliserer teller og nevner med <, og far:

_2n+3 . (2n+3)-1 242 240
lim =lim =lim—_=="""=
n>o N n—>oo n.% noo ] 1

N

Tallfglgen konvergerer altsa mot 2.

Oppgave 2.1.
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Noen ganger ma vi bruke mer fantasi for 8 komme i mal:

Eksempel 2.2: Undersgk konvergensegenskapene for tallfalgen

{M—Z\/ﬁ}, n=0,123, .

Lgsning: Vi ser at nar n — oo, far vi et ” oo — oo -uttrykk. Da kreves det en mer omfattende
omforming, der vi benytter 3. kvadratsetning:

(AT 247) - i L =2 (VEn 1+ 20)
o A Jan+1+2Jn
= ||mw = |i

1
= lim———— =
oo JAn+1+24n e Jan+1+2n

Tallfglgen konvergerer altsa mot 0.

o

1
~ -

Oppgave 2.2.

Det er ofte nyttig a tenke seg at tallfglgen er punkter pa en kontinuerlig graf. Poenget er at nar
vi har en tallfglge, kan vi ikke bruke kjente teknikker som derivasjon og integrasjon. Men nar
vi definerer en kontinuerlig funksjon, kan vi bruke disse teknikkene. Nar elementene i
tallfglgen oppfattes som punkter pa funksjonsgrafen, kan egenskaper ved funksjonen direkte
overfares til tallfglgen. Vi gar da fram pa felgende mate:

For & undersgke konvergensen til en tallfzlge {a,}, definer vi en funksjon f (x) slik at
f(n)=a,.

n

Dersom lim f (x) = A, vil {a,} konvergere mot A.

X—0

Dette er mye enklere i praksis enn det ser ut til i oppskriften over, noe neste eksempel viser:

Eksempel 2.3: Undersgk konvergensen til tallfglgen

{In_n} n=123, .
n

Lesning:Her far vi et "= "-uttrykk, som ikke lar seg omforme pa noen enkel mate. Vi

definerer derfor en kontinuerlig funksjon

f(x):ln—x, x>0.
X

Da vil elementene i tallfglgen bli punkter pa funksjonsgrafen slik figuren nedenfor viser.
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mot 0.

Oppgave 2.3.

Na kan vi bruke L’Hépitals regel til a finne

f(x) o, A .
() 0 lim f (x):
1 X—>0
T _InxtHesiw 1o g
: : : C im— = lim*=Ilim==0.
X

o : Inn
Da ma ogsa tallfelgen {—} konvergere
n

Men vi har flere redskaper til disposisjon nar vi undersgker konvergensen til tallfglger, bl.a.

setningene nedenfor som vi ofte benytter uten a tenke over det:

La {a,} vere en tallfglge som konvergerer mot A,
mens {bn} er en tallfalge som konvergerer mot B.

La c veere en konstant.
Da gjelder:

{c-a,} konvergerer mot c- A.
{a, £b,} konvergerer mot A+B.
{a,-b,} konvergerer mot A-B.

%} konvergerer mot 2 dersom B #0.

Eksempel 2.4: Undersgk konvergensen til tallfglgen

{nz—Sn—'“(”z)}, n=123, .

n

Lasning: Vi merker oss farst at In(nz) =2Inn. Da kan tallfglgen splittes opp slik:

[l (ot ofn)

. Inn . .
Vi vet allerede at tallfglgen {—} konvergerer mot null. Videre ser vi at tallfalgen {n}
n

divergerer (leddene blir starre og starre), slik at den gitte tallfalgen ma divergere.

Neste setning er ogsa enklere & benytte enn & formulere:
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La {a,} veere en tallfglge som konvergerer mot A.

La f vaere en funksjon som er kontinuerlig i en omegn rundt A.
Davil {f(a,)} konvergere mot f (A).

Eksempel 2.5: Undersgk konvergensen til tallfalgen
{cos(%)}, neN.

Lasning: Vi ser direkte at tallfelgen {%} konvergerer mot 0.

Videre er cos x kontinuerlig rundtx =0.
Da vil cos(%) konvergere mot cosO=1.

Oppgave 2.4.

Noen ganger kommer vi bort i tallfelger der leddene kan "klemmes inn” mellom ledd i kjente
tallfglger. Vi kan lage mange setninger for slike situasjoner. Den nyttigste er:

La {a,} og {b,} vere to tallfglger som begge konvergerer mot A.
La {c,} vere en tallfglge som er slik at a, <c, <b, foralle n.
Da vil ogsa {c,} konvergere mot A.

Eksempel 2.6: Undersgk konvergensen til tallfglgen

2 -
cos“n+2sinn
{—},neN.
n

Lasning: Vi benytter at

0<cos’n<l og  -2<2sinn<2.
Daer

—2<co0s’n+2sinn<3,
slik at

-2 cos’n+2sinn 3
< <Z ndrneN.
n n n

Men bade {~2} og {2} konvergerer mot 0.

cos®n+2sinn

} konvergere mot 0.
n

Da ma ogsa {
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2.2. Monotoni.

Det er ofte nyttig & vite om leddene i en tallfglge blir stadig sterre, eller om de blir stadig
mindre, eller om det ikke er noen slike systematiske tendenser. Vi definerer derfor:

Pa tilsvarende mate definerer vi monotont avtakende og strengt monotont avtakende:

Vi utelater ofte ordet monotont i definisjonene over, og snakker bare om voksende og
avtakende tallfalger.

Vi kan undersgke monotoniegenskapene til en tallfglge pa flere mater. En mate er a danne
differansen d, =a,,, —a, mellom to ledd som falger etter hverandre i tallfalgen. Da har vi at:

| praksis er det ofte enklere & danne en funksjon f (x) somerslikat f(n)=a, slik vi har

sett far. Da bruker vi derivasjon til unders;ake om fer voksende eller avtakende Resultatet
kan direkte overfares til tallfﬂlgen
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Lasning:
a) Vifarat
(n+1)°-4 n*-4 n*+2n-3 n’-4
dn:an+1_an: - = -
(n+1)+1 n+1 n+2 n+1
(nz+2n—3)(n+1)—(n2—4)(n+2)
- (n+2)(n+1)
(n*+n”+2n*+2n-3n-3)—(n*+2n"—4n-8) 21 3n45
- (n+2)(n+1) ~(n+2)(n+1)

Siden n er et ikke-negativt tall, blir bade teller og nevner positive slik at d, >0 for alle
n e N. Da er tallfglgen strengt monotont voksende.

b) Vi definerer den kontinuerlige funksjonen
2

f(x)=XX;14, x>0

1(x) = 2x(x+1)—(x2 —4)-1: x2 4 2%+ 4 |

(x+ 1)2 (x+ 1)2
Siden x er et ikke-negativt tall, blir bade teller og nevner positive slik at f (x) >0 for alle
x> 0. Da er bade f og tallfglgen strengt monotont voksende.

Til slutt skal vi se pa begrepet begrenset tallfglge:
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Eksempel 2.8: Undersgk om tallfglgen

{ 2n},neN
2n+3

er begrenset.

Lasning: Det er lurt & starte med & undersgke monotoniegenskapene. Vi danner derfor
funksjonen

2X
f(x)= , Xx>1,
(X) 2x+3 X
' 2(2x+3)-2x-2 6
0 T G L L
(2x+3) (2x+3)

Vi ser at f er strengt voksende. Da er ogsa tallfglgen

{ 2n},neN
2n+3

strengt monotont voksende. Laveste verdi for tallfglgen blir da
_21 2

% 2-1+3 5
slik at det eksisterer en nedre skranke m = 2. Ethvert tall mindre enn £ kan ogsé benyttes som
nedre skranke. Videre ser vi at

. . 2n-1 .2 2

lima, =lim L—=lim = =1

n—oo naoo(2n+3).% naOo2+% 2+0
slik at tallfalgen konvergerer mot 1. Men nar tallfglgen er voksende og konvergerer mot 1, ma
ethvert tall M >1 vere en gvre skranke. Nar tallfalgen har bade gvre og nedre skranke, ma
tallfalgen vaere begrenset.

Eksemplet over illustrerer en viktig sammenheng mellom konvergens og monotoni:

For en monoton tallfelge gjelder at:
Tallfalgen er konvergent

0

Tallfglgen er begrenset

Det er faktisk ganske kronglete a gi et generelt bevis for setningen, og vi skal droppe det.

Oppgave 2.5.

Til slutt skal vi jobbe oss gjennom et eksempel der vi bruker flere egenskaper ved tallfglger.
Eksemplet er litt komplisert, men det viser hvor mye vi egentlig kan finne ut om en tallfglge
ved a bruke vare kunnskaper (og litt kreativitet).

Eksempel 2.9: En tallfalge er gitt rekursivt ved
a,,=:a,+4,neN.

N+
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Undersgk monotoniegenskaper og konvergens for denne tallfglgen.

Lgsning: Her er det pafallende at vi ikke kjenner noe startledd i tallfglgen. Kan vi da si noe
om monotoni og konvergens?

Vi starter med & beregne differensen
d,=a,,-a,=(%a,+4)-a,=4-2a,.
Vi vet at tallfglgen er monotont voksende dersom
d,>0 < 4-%3 >0 < a,<6.
Men da er
a,,=38,+4<3-6+4=2+4=6,
slik at M =6 blir en gvre skranke. Tallfglgen er derfor monotont voksende og opptil
begrenset, slik at den ma konvergere dersom ett av leddene er a, <6.

Vi ser ogsa at tallfglgen er monotont avtakende dersom
d,<0 & 4-%a, <0 < a,>6.

P& samme madte som ovenfor kan vi vise at dersom ett av leddene a, > 6, blir tallfglgen nedtil
begrenset. Vis det! Siden den ogsa er monotont avtakende, ma den konvergere ogsa da.

Vi har altsa vist at tallfglgen alltid konvergerer. Men hva konvergerer den mot? Vi setter at
den konvergerer mot A. Da er
lima, = A 0g lima,,, =A.

n—oo n—oo

Siden a,,, =+a, +4, far vi av grenseverdisetningene at

i —h 1 _1n 1 2 — —
mam_m(gan+4)_5man+4 o A=iA+4 o 2A=4 o A=6.

Altsa har vi vist at tallfglgen konvergerer mot 6 uten a kjenne et eneste ledd i tallfglgen, bare

ved a kjenne sammenhengen mellom etterfglgende ledd.

Na bgr du veare godt rustet til & ga lgs pa rekker.

Bjegrn Davidsen, Universitetet i Tromsg. 2009.



	2. Generelle egenskaper for tallfølger. 
	2.1. Konvergens. 
	2.2. Monotoni. 


