Forelesningsnotater i matematikk.
Tallfaglger og rekker.

4. Potensrekker.

4.1. Introduksjon.

Potensrekker er et av de mest spennende feltene av matematikken, fullt av overraskelser.
Etter hvert skal vi blant annet vise at

e =1+ X+ 45X+ 4 +4x 4= Y LXK
k=0
=1-Ly? 4Lyt _Lyb _NO ) L
COSX=L=g X0+ X —5X +"'=Z(2k)!x
k=0
inx= Lyd L LyS Lyl N Y ok
SINXEX =g X5 X =X +"'ZZ(2k+1)!X
k=0

La du merke til at jeg brukte identitetstegnet = istedenfor det vanlige likhetstegnet = i
uttrykkene ovenfor? Vanligvis bruker vi bare =, men her benyttet jeg = for & understreke at
den uendelige rekka er identisk med funksjonen foran = for alle verdier av x, pa samme mate

som (x +1)2 er identisk med x*+2x+1, d.v.s. at de to uttrykkene kan benyttes om hverandre
etter behov.

Synes du det virker merkelig at en funksjon som f (x) =e* kan erstattes av et polynom i X,
selv om dette polynomet far uendelig mange ledd? Se pa figurene nedenfor:

3 6

) 1
Tykk strek: e*.  Tynn strek: mek , Tykk strek: e*.  Tynn strek: Z%Xk .
k=0 K* k=0 K=

Til venstre er grafen til f (x) =e* tegnet sammen med summen av de fire forste leddene i

rekka for e*. Du ser at grafene er temmelig like nar x ligger mellom —1 og 1. Til hgyre er
grafen til f (x) =e* tegnet sammen med summen av de sju farste leddene i rekka for e¢*. Da

faller grafene sammen helt til de begynner & sprike naer x = —3. Det virker kanskje ikke sa
urimelig at funksjonene blir like nar vi tar med uendelig mange ledd i rekka.

Men hva er hensikten med 4 erstatte greie funksjoner som e*, cosx eller sinx med uendelige
rekker? Et forelgpig svar kan vaere at slike rekker viser seg a veere gunstig i de utroligste
situasjonene. Eksemplene nedenfor viser to slike situasjoner.

Eksempel 4.1: Finn en tilngermet verdi for det bestemte integralet
Ill_ COS X dx

0 X2
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Lasning: Det er ikke mulig a lgse det tilngrende ubestemte integralet. Vi ma derfor ngye oss
med tilnermingsverdi for det bestemte integralet. Simpsons metode kan selvsagt brukes, men
vi har en mye bedre metode til disposisjon. Vi bruker rekka for cosx, og far:

2 4 6 8
1—cosx_1—(1—§x +4x =4 x° +4x _)

x? x?
102 1 4 16 18
X X X TR X 1 a2 age 1y
X2 2! 41 6! 8!
Da blir
11— CcOoS X
_ 12 14 1.6

f = I(—!—mx +Ex—LxE 4 )X

U x?

1 1

|1 | L.Ly L. 1y 1147 ...

=[x, - [+, [s o] -[# 4]+
i_ 1,1 1 ...

2 72 3600 282240

Du innser sikker at tallrekka i svaret ovenfor er en alternerende rekke der absoluttverdien av
leddene konvergerer mot null. Da vet vi at feilen vi gjer ved & kutte rekka, er mindre enn
absoluttverdien av det farste leddet vi utelater. Det vil si at dersom vi tar med bare de tre
farste leddene i rekka, far vi at
11—cosx
[ dx~ 1L+ 55~ 0486389

0o x2 72 " 3600

med en ngyaktighet som er bedre enn —-—

~ 0.000004 .

282 240

Oppgave 4.1.

Nar du jobber med komplekse tall, har du ofte bruk for identiteten
e™ =cosx+i-sinx.
Hittil har vi bare sagt at "slik er det”. Na er det pa tide a vise at identiteten virkelig stemmer.

Eksempel 4.2: Vis at identiteten
e™ =cosx+i-sinx
stemmer.

Lﬂsning' Vi erstatter x med ix i rekka for e*, bruker likhetstegn istedenfor =, og far
=1+ix+L (|x) +%(ix)3 +%(ix)4 +%(ix)5 +%(ix)6 +%(ix)7 4o
2 8] 4 3 ) 6 2 7
=1+i-Xx—2x* =2+ Ex & - =i x"+ -
=(1-4x*+4x* =L+ ) +i(x =2 +5X° =4 X + )
=COSX +1-Sin X
Merk at omstokkingen av leddene strengt tatt forutsetter at rekka konvergerer absolutt.

Ved narmere ettertanke har du kanskje veert borti situasjoner der en funksjon av x er lik en
uendelig rekke tidligere. Du har kanskje sett rekka

T+ X+ X243 4= XK,
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Dette er ei geometrisk rekke der forste ledd er a, =1 og kvotienten er k = x. Du vet at slike

rekker konvergerer nar |k| <1,d.v.s. ndr —1< x <1. Da er summen
aQ 1
S(x)=—"—=—-.
( ) 1-k 1-x
Med andre ord,

l o0
1—:1+x+x2+x3+---:2xk forutsatt at —1< x <1.
—-X k=1

Na haper jeg at du sitter igjen med mange gode spgrsmal, for eksempel:
e Hvordan har vi kommet fram til rekkene for e*, cosx og sinx?
e Hvordan kan vi vite at rekkene for ¢, cosx og sinx konvergerer for alle verdier av

X, mens rekka for % bare konvergerer for —1< x <1?

e Kan vi finne tilsvarende rekker for andre funksjoner? I sa fall, hvordan kan vi avgjere
konvergensen av slike rekker?
e Hva kan vi bruke slike rekker til?
Noen svar pa slike spgrsmal finner du i resten av dette notatet om potensrekker.

4.2. Definisjoner.

La oss starte helt fra begynnelsen av. Vi skal studere rekker der leddene inneholder en fri
variabel x. Vi skal konsentrere oss om potensrekker, som er rekker som inneholder x i stadig
hagyere potens. | sin enkleste form ser disse rekkene lik ut:

Ei rekke av formen

ickxk
k=0

kalles ei potensrekke i x.

. . 1 .
Du ser sikkert at rekkene for e*, cosx, sinx og T x er slike potensrekker.

Men vi far ofte bruk for en mer generell form:

Ei rekke av formen

kZ:;ck(x—a)k

kalles ei potensrekke i (x — a).

Vi skal nd se pa noen egenskaper ved slike rekker. Deretter skal vi vise hvordan vi kan finne

rekkene for e*, cosx, sinx og andre funksjoner av x, og vi skal se mer pa hva slike rekker
kan brukes til.
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4.3. Konvergens av potensrekker.

Potensrekkene skiller seg fra de rekkene vi har sett pa hittil ved at de inneholder en fri
variabel x. Vi ma da forvente at konvergensegenskapene avhenger av verdien av denne
variabelen.

Etter hvert som du jobber med potensrekker, vil du innse at slike rekker har de konvergens-
egenskapene som er angitt i ramma nedenfor:

Ei potensrekke ch (x— a)k har en og kun en av disse egenskapene:
k=0

Rekka konvergerer kun for x=a.
Rekka konvergerer absolutt for alle verdier av x.

3. Detfinsetintervall | =(a—p, a+p) som er slik at rekka
konvergerer absolutt nar x e I .

Det er ogsa mulig at rekka konvergerer i ett eller begge
endepunktene av 1.

=

Starrelsen p kalles rekkas konvergensradius, og | (eventuelt med tillegg av endepunkter der
rekka konvergerer) kalles rekkas konvergensomrade eller konvergensintervall.

Jeg vil sterkt anbefale at du gar gjennom beviset nedenfor, blant annet fordi beviset skisserer
opp hvordan vi gar fram nar vi undersgker konvergensen for slike rekker. Vi starter med
forholdskriteriet, og beregner starrelsen
k+1
C..(x—a .
k+1( )k — ||m
c(x—a) | koo

Ck +1

Cx

ak+l — I|m

|x—a.
ak | k—o0

L=1Iim

k—o0

Ck+1(x_a) — I|m
Ck

k—o0

Na husker du sikkert at rekka konvergerer absolutt nar L <1. Vi ma da skille mellom disse tre
situasjonene:

. 1Cql - . . :

1. Dersom i!lm k+1l jkke eksisterer, konvergerer rekka kun nar x =a slikat L=0. Daer
—>0 C

k

alle leddene i rekka lik 0.

. |c :
2. Dersom i!lm kil =0, er L=0 for alle verdier av x. Rekka konvergerer da absolutt for
- Ck

alle verdier av x.

. |C . - .
3. Dersom I!lm —k+1) eksisterer og er forskjellig fra 0, konvergerer rekka absolutt nar
—>© Ck

lim St |x—a|<1.
k—o Ck

Vi innfgrer nd konvergensradien p ved a sette
lim M P
k—w Ck p

Da konvergerer rekka absolutt nar

Bjegrn Davidsen, Universitetet i Tromsg. 2009.



Forelesningsnotater i matematikk.
Tallfaglger og rekker.

Lx-al<l & |[x-a<p o -p<x-a<p & a-p<x<a+p.

Nar vi undersgker konvergens med forholdskriteriet, kan vi fa stygge brudne bragker. Dersom
du ikke liker a regne med brudne brgker, bgr du huske at a dele pa en brak er ekvivalent med

a gange med den omvendte brgken. Jeg har benyttet denne framgangsmaten i eksemplene

nedenfor.

| et par av eksemplene kommer du ut for fakultetsuttrykk. Husk da at (n+1)!=n!(n+1),

at 01=1.

Eksempel 4.3: Undersgk konvergensen til disse rekkene:

o ok
a) 2 =Xk
koo k!
b) > ki(x-2)
k=1
© 2k K
c) > —(x-1)
ka1 K
Lasning:
a) Bruker forholdskriteriet, og beregner sterrelsen
2k+1 Xk+1
a,. (k+1)! ZARS G '{. 2x - k! 2
= lim| == = lim|-—————| = | = _er R
k—o0 a k—o0 i|xk k—o0 (k +1)| 2% x k—o0 kl(k +1) T Rom k +1

Men 2 — 0 ndr k — oo. Altsd er L <1 for alle verdier av x, og rekka konvergerer

absolutt for alle verdier av x.

b) Bruker forholdskriteriet, og beregner sterrelsen
| . k+1

(k +1)!(x 2k) )im

kb(x—2)f | ko=

kk(k+1)-(x-2) |_
kl |_k900

k~>oo

a.
= |lim|=L
k—o a

0g

—X|.

lim|(k +1)-(x-2)|.

Viserat L — oo nar k — oo. Altsa konvergerer rekka kun nar x =2 (da er alle leddene

lik null) og divergerer for alle andre verdier av x.

c) Bruker forholdskriteriet, og beregner starrelsen

2k+1 -
Z(X_l) K+1 k+1 2
L = lim %2/ = im (“29 =Eim|2 (-« k|
a, 2 (x- | (k+)" 2 (x-1)|
=lim 2° (x—l):2-lim( £ J [x=1=2-lim L 2-|x—]4:2-1-|x—]4
k—o (k +1)2 kool k +1 k—o 1+%

Rekka konvergerer nar

L<l & 2 x-1<1 & [x-1<i & -i<x-1<i & i<xc<

N |w
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Til slutt ma vi undersgke endepunktene:
x=%: Rekkablirna

221 N &2 1) &(-)
Z =21 =2 ] =
ékz[Z j ékz( ZJ 2 k?
som konvergerer absolutt.

x=2:  Rekkablir nd

0 2k 3 k 0 2k 1 k o 1
2 21 :E Z | = :2 il
k:lkz[Z j k:lkz(Zj k?
som ogsa konvergerer absolutt.

~|

Altsa vil rekka konvergere absolutt nar
1<x<g3,

Oppgave 4.2.

Hovedpoenget ved dette temaet er at en funksjon av x kan vare identisk med en potensrekke
nar x ligger innenfor et konvergensintervall. Formelt bar vi si at:

"Potensrekka ick (x—a)" konvergerer mot f(x) ndr x e (a—p,a+p)”
k=0
Men i praksis bruker vi ofte den enklere formuleringen:
"ick(x—a)k = f(x) ndr xe(a—p,a+p)".
k=0

Selv om den farste formuleringen er mest korrekt, er det ofte nyttigere a benytte likhetstegnet
(egentlig et identitetstegn) mellom rekka og den funksjonen som rekka konvergerer mot nar x
ligger innenfor konvergensintervallet.

4.4. Regning med potensrekker.

Vi kan manipulere slike rekker pa mange mater. Vi kan for eksempel integrere eller derivere
rekkene slik setningene nedenfor angir:

Anta at rekka
S (x-a) = f(x)
k=0

nar x tilhgrer et konvergensintervall <a -p,a+ p>.
Da kan vi:

1. Derivere ledd for ledd, og far at

gk-ck(x—a)k_l - £(x).
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2. Integrere ledd for ledd, og far at

k+1
k0k+1 _I

Konvergensen gjelder nér x e (a—p, a+ p).
Endepunktene av konvergensintervallet ma undersgkes spesielt.

Det er forholdsvis enkelt & bruke forholdskriteriet til & vise at de tre rekkene ch (x— a)k ,

k=0
k-1
Zk c(x-a)

a vise at nar 2ck (x— a) konvergerer mot f (x), vil de andre to rekkene konvergerer mot

" har samme konvergensradius p. Det er atskillig verre

k+1

henholdsvis f og J' t)dt, og vi skal derfor hoppe over beviset.

La oss se et par eksempler pa hva dette kan brukes til:

Eksempel 4.4: Ta utgangspunkt i at
ZX" =1+ X+ X2+ X+ X+ o nar —-1<x<1.
k=0 1-x

Finn de rekkene som framkommer nar du

a) deriverer ledd for ledd

b) integrerer ledd for ledd.

Finn ogsa de funksjonene som de nye rekkene konvergerer mot, og bestem konvergens-
omradene.

Lasning:
a) Deriverer ledd for ledd, og far at
0-(1-x)-1-(-1) 1

1-x"  (@-x"
Ma undersgke konvergensen i endepunktene:

Xx=-1: Rekkablir 1-2+3—--- som apenbart divergerer.

x=1: Rekkablir 1+2+3+--- som apenbart divergerer.

Altsa ser vi at

0+1+2x+3x% 4= > k-X'=

1

1+2Xx+3x° +4X° 4= > kX = - nar —1<x<1.
(1-x)
b) Integrerer ledd for ledd, og far at
X+3x2+4+2ix 4.0 = %-x"—J.Xlidt
k=1

=—[In(1—t)] =-In(1- x)+|n1—L) |
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Ma undersgke konvergensen i endepunktene:
x=-1: Rekkablir -1+2—-%+3—--- som konvergerer (alternerende rekke).

x=1: Rekkablir 1+3+3+++--- som divergerer (harmonisk rekke).
Altsa ser vi at

X+ +0¢ +4xt +.=> L. x =—In(1-x) ndr —1<x<1.

0
k=1

Vi har tidligere sagt at den alternerende harmoniske rekka konvergerer, men vi har ikke sagt
hva denne rekke konvergerer mot. Det skal vi gjare na. | del b) av eksemplet ovenfor har vi
bl.a. funnet at

X+4x2+3x +3x .- =—In(1-x) ndr -1<x<1.
Siden rekka ogsa konvergerer nar x = —1, setter vi denne verdien inn i rekka, og far
1 1 1 _ 1 1 1 —
—1+3—§+z—---——|n(l—(—1)) = 1—5+§—I—+---—|n=2.

Den alternerende harmoniske rekka konvergerer altsa mot In2.

Men vi trenger ikke a ngye oss med a derivere eller integrere rekker. Vi kan ogsa multiplisere
rekker med funksjoner av x. Resultatet finner du i ramma nedenfor:

Anta at rekka > c, (X - a)k konvergerer mot f (x)
k=0
nar x tilhgrer et konvergensintervall <a —-p,a+ p>.

Da vil ick-g(x)(x—a)k konvergerer mot g(x)- f (x)
k=0

innenfor samme konvergensintervall.

Eksempel 4.5: Finn summen av rekka nedenfor, med tilhgrende konvergensintervall:
X+2X2+3x° +4x* 4= kXK.
k=1
Bruk resultatet til & finne summen (med konvergensintervall) av rekka

1,2 32 | 43 _ Nk gkl
142x+3x2+ 43 4= ) Hox T,
k=1

Lasning: Fra Eksempel 4.4a har vi at

1+2x+3x2+4x3+---=Zk-xk‘l= nar —1< x<1.
k=1

2

(2-x)
Multipliserer med x, og far
X

1-x)

nar —1<x<1.

X+ 2 +3C +4x =k x* = .
k=1

—

Sa integrerer jeg ledd for ledd, og far at
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t

(1-t)°
Integralet lgses med substitusjonen
l1-t=u < t=1-u < dt=-du.
Tilpasser grensene til den nye integrasjonsvariabelen, og far

x ot 1-x1—U x( 11 1 .
IO (l—t)zdtz'[l = (—du)=j1 [—F+Ujdu:{a+ln|u|}

1

dt.

1y2 |, 243 | 3y3 | 45 [
EX +§X +zX +€X +"'—J.0

- yrma-0-f-m= B = )

Vi samler tradene sa langt, og ser at

X
I +23+3x + 4% + o =——+In(1-X).
1-x
Na& gjenstér det bare & dele pa x*:
- _ 1 In(1—x
142x+3x2 440+ =) Jox = a4t (2 )
= (1-x)x X

Til slutt ma vi se pa konvergensintervallet. Vi vet allerede at rekka konvergerer nar

~1< x <1. Men vi ma ogsa sjekke endepunktene. Da ser vi at nar x = +1, vil absoluttverdien
av leddene i rekka ga mot 1 nar k — oo. Men vi vet at dersom ei rekke konvergerer, ma
absoluttverdien av leddene ga mot 0 nar k — oo . Rekka konvergerer derfor ikke i
endepunktene, slik at konvergensintervallet blir —1< x <1.

(En liten tilleggsoppgave: Vis at
In(1—
jim| L M=X)) 1y
0| (1-x)x X 2

Oppgave 4.3.

En annen nyttig operasjon er a erstatte x i en potensrekke med et annet uttrykk. Da far vi en
ny rekke, som har en ny sum (egentlig: konvergerer mot en ny funksjon). Nedenfor ser du et
par eksempler.

Eksempel 4.6: Sett opp potensrekker for
a) f(x)=e™.
b) f(x)=sin(2x).
Lasning:
a) Vi tar utgangspunkt i rekka for e*:
e =1+ X+ + L+ Lx =D X
k=0

Sa erstatter vi x med —x, og far
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e :1+(—x)+%(—x)2 +%(_x)3 +%(—x)4 4

— 12 1.3, 1,4 _N Dk
=1-x+5x L0+ 4xt - =) X

k=0

b) Vi tar utgangspunkt i rekka for sinx:

- 0 71k
sinx=xXx—Lx+ 5 —Lx" 4...= Y Ly

Sa erstatter vi x med 2x:
sin(2x) = 2x - £(2x)* + (2x)" = 4(2x)" + ---

7!

) na
== e P LT o=y

Oppgave 4.4.

Noen ganger lgnner det seg a vere litt mer omstendelig nar vi erstatter x med et annet uttrykk,
noe neste eksempel viser.

Eksempel 4.7: Finn ei potensrekke for Inx med tilhgrende konvergensintervall.

Lgsning: Vi gar tilbake til Eksempel 4.4b, der vi fant at

x+3x+ D¢ +ix 4+ =) Lox =—In(1-x) ndr -1<x<1.
k=1
Vi starter med & bytte ut x med u samtidig som vi skifter fortegn:

— 1,2 1,,3 1,4 _ < 1 k 2
In(1-u)=-u-2u*-1u®-1u*—-.==> L.u* ndr -1<u<l.
k=1

S4 setter vi
I-u=x < u=l-x=—(x-1),

og far
Inx=~(~(x-1) = (- (1)) - - (x-1) ~3(-(x-D)" -~
= (x=) - (x-2f +30e-2) =3 -1 1= 3 (xa)

Dette er en potensrekke i (x —1). Finner konvergensintervallet:
-1<u<l & -1<1-x<1 < -2<-x<0 & 0<x<2.

Det fins mange flere setninger om potensrekker. Vi kan bl.a. multiplisere potensrekker:
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Til slutt en setning om entydighet av potensrekker:

Na gjenstar bare hovedproblemet: Hvordan finner vi potensrekka til en vilkarlig funksjon
f (x) ? Dette problemet skal vi ta opp i notatet om Taylor-rekker.
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