Forelesningsnotater i matematikk.

Potens- og rotregning, Side 1
. _________________________________________________________________________________________________________________________________________________________|

1. Potensregning.

1.1. Grunnleggende definisjoner og regneregler.

Vi har ofte bruk for & gange et tall a med seg selv n ganger. Dette skriver vi som a", der a
kalles grunntallet og n kalles eksponenten. Vi har altsa denne definisjonen:

Med utgangspunkt i denne definisjonen har vi disse regnereglene:

For & vise at Regel 1 stemmer, kan vi farst se pa et eksempel:
a’-a’=(a-a)-(a-a-a)=2a’.

Generelt vises regelen slik:
a"-a"=(a-a-...-a)-(a-a-...-a)=a-a-....a=a

m-+n

—
m-+n faktorer

Vv VvV
m faktorer n faktorer

Pa tilsvarende mate vises Regel 2. Farst et eksempel:

a® a-a-a'N_a-a-a_ag,
a’ asa 1 '
Generelt far vi (nar m>n):
a..aa a..aa
a__ m faktorer _ m-n faktorer am_n
a" a-...-ra-a 1
%,_J

n faktorer

I den midterste overgangen forkortes n faktorer bort, slik at vi star igjen med m—n faktorer i
teller.

Til slutt skal vi se pa regel 3 som sier at

(&) = =(a")".

La oss som far starte med et eksempel:

.____________________________________________________________________________________________________________________________________|]
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(az)3 =(a*)-(a’)-(a*)=(a-a)-(a-a)-(a-a)=a".
(a3)2 =(a*)(a’)=(a-a-a)-(a-a-a)=2a".

Generelt far vi:

m
(a") =|a-a-..al-la-a-..;a|-...-|a-a-...-a|=a-a-..-a|=a"".
n faktorer n faktorer n faktorer m-n faktorer

Gjentas m ganger

Tilsvarende far vi for (am)n .

Regel 3 kan brukes til & foreta smarte omforminger. Her er et par eksempler pa dette:

a” =(a") =(a') =(a*) = ()"

g =(28) =2 =(2*)".
Slike omforminger kan ofte veere nyttige. Det er ikke alltid lett & se hvilken form som er mest
gunstig, sa vi ma ofte prgve oss fram for a finne den gunstigste formen.

Regel 4 og 5 kan du prgve a bevise selv etter ssmme framgangsmate som ovenfor.

Ver obs pa denne situasjonen:

4-3% betyr at vi farst skal regne ut 3%, og deretter multiplisere med 4. Vi far altsa:
4.32=4.9=36.

Det er en alt for vanlig feil a gange sammen 4-3 farst, og deretter opphgye i 2. Da far du det
feilaktige resultatet 12 =144 . Dersom du skal gange sammen 4-3 farst, og deretter opphaye
i 2, ma du skrive (4- 3)2 . Var ngye med parentesene!

Vi avslutter med et starre eksempel:

Eksempel 1.1: Skriv uttrykket
(29 (€)' (xy
o (Ej

sa enkelt som mulig.

Lasning: Vi omformer uttrykket slik ved hjelp av regnereglene ovenfor:

(Zx)s'(xz)4 [XJZ 223 x2 2.3 .xt 8 x¥?

4x5 2 45 22 422 16 X
—l.x_ls—l.xls’s EXB—X_S
=5 _ L
2 x° 2 2" 2

Oppgave 1.1.
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1.2. Negative eksponenter.

Hittil har det veert underforstatt at eksponentene er hele, positive tall. Men vi har bruk for
potensregning ogsa for andre eksponenter. Vi definerer derfor:

a’®=1nara=0. a"=—

Den farste definisjonen begrunnes slik:

n

o - o - o a
Nar vi forkorter pa vanlig mate, er — =1.
a
n

o . a _
Men ndr vi bruker regel 2, blir —=a"" =a°.
a

Siden det er hensiktsmessig a fa samme resultat uansett regnemate, er det naturlig a
definere a° =1.

For & begrunne den andre definisjonen, kan vi farst se pa et eksempel:

2
0 - 0 - 0 - * 1 1
Nar vi forkorter pa vanlig mate, blir a—5= a8 = ==.
a®> a-a-a-a<4 a-a-a a

-3

2

o . a _
Men nar vi bruker regel 2, blir — = a’®
a

=a
Siden det er hensiktsmessig & fa samme resultat uansett regnemate, er det naturlig a

. 5 1 _ 1
definere a™ =—, eller generelt a™" = —.
a a"

Med utgangspunkt i den siste av disse nye reglene kan Eksempel 1 ovenfor lgses litt enklere
etter disse retningslinjene:

=

Samle alle faktorer med samme grunntall.

2. Faktorer som flyttes fra nevner til teller (eller omvendt) skifter fortegn pa
eksponenten.

3. Legg sammen eksponentene for hvert grunntall.

Eksempel 1.2: Bruk bl.a. retningslinjene i ramma ovenfor til a forenkle uttrykket
(20 ()" (Y
o

(samme som Eksempel 1.1).

Lasning:

3 2 4
(ZX) '(X ) x)' 28 x* X _ 9322 (3B425 _ ool 48 _ x°
= 405 — 2.8 o2 "X - X =
4x 2°X 2 2

Oppgave 1.2, 1.3.
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1.3. Rotregning.

Du vet sikkert at
V25 = 45 fordi (45)° = 25

eller at
V100 = £10 fordi (+10) =100.

Generelt har vi derfor denne definisjonen av kvadratrota til et positivt tall:
Ja=t = a=t?

Na trenger vi ikke a begrense oss til kvadratratter. Vi har ogsa tredje rot:
8 =2 fordi 2° =8,

eller
§/~125 = -5 fordi (-5)° =-125.

Generelt har derfor at

a=t = a=t%

Vi merker oss at nar det gjelder kvadratratter, kan vi kun trekke kvadratrota av positive tall.
Resultatet er enten positivt eller negativt. Det skyldes at nar vi kvadrerer et tall (positivt eller
negativt), blir resultatet alltid positivt. Men nar det gjelder tredje rot, kan vi godt trekke tredje
rot av et negativt tall. Det skyldes at nar et negativt tall opphgyes i tredje potens, blir resultatet
negativt, mens et positivt tall som opphgyes i tredje potens alltid blir positivt.

Na er vi klar til en generell definisjon av n-te rot av et tall:

Ya=t = a=t".
Vi kaller n for roteksponenten, mens a er radikanden.

Dersom n er et jamt tall, ma a veere positiv mens t kan vare positiv eller negativ.
Dersom n er et oddetall, kan a veere positiv eller negativ mens t har samme fortegn som a.

Legg merke til at:
e Dersom n=2, harvi %/5 som vi skriver enklere som \/5.

e Dersom n er et jamt tall, bruker vi vanligvis bare den positive verdien av rota dersom
vi ikke sier noe annet.

Eksempel 1.3: Bestem (om mulig) disse rotuttrykkene:

V81, 481, 364, 532, 4-81.

Lasning:
/81 =9 fordi 9% =81.
4/81 =3 fordi 3* =81,
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{-64 =4 fordi (-4)’ =64,
§/-32 =2 fordi (-2)° =32,

Side 5

\/-81 eksisterer ikke (mer presist: det fins ingen reelle lgsninger) fordi det ikke eksisterer
noe reelt tall som er slik at nar det opphayes i 4. potens, far du —81.

Oppgave 1.4.

P& samme mate som for potensregning, har vi ogsa noen regneregler for rotregning som det er
kjekt & kunne:

“a-bzﬁ/a-% d%zij—i nak:(%)k

Eksempel 1.4: Skriv disse uttrykkene enklere:
3 [9 4x* 4
4 8 8
9x ’ 8X ' E! 7 ! (\/E) .
Lasning:
Jox* =9x% - X =\/§-\/x_2-\/x_2=3x~x=£.
38X3 =§/§_3 X3 =Q

9 _9 3

5 V25 5
4x2:\/Z-\/F:_x
TN
(ﬁ)4= 2* =16 =4

Noen ganger klarer vi ikke & kvitte oss helt med rottegnene, men vi kan likevel omforme
uttrykkene noe slik eksemplene nedenfor viser:

Eksempel 1.5: Skriv uttrykkene nedenfor med sa enkle rotuttrykk som mulig:
5
VOX® A2x", X

2y*

Lasning:
VIXE =49 +/x* - x =3x% X
Yox" =323 - x =32-x-x-x=x*-32x.
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X ¢ Ex xexx & [x

2y 2y oy 2oyy Y N2

Oppgave 1.5.

1.4. Frarotregning til potensregning.

Det er faktisk en mye neermere sammenheng mellom rotregning og potensregning enn vi har
benyttet hittil. Vi har nemlig denne sammenhengen:

Side 6

Q/E:a%.

Begrunnelsen for denne sammenhengen er:

Vi vet at

() -2

Men regnereglene for potensregning gir

1

1 n
(a”) —a" =a'=a.
Da er det fornuftig & definere

Ya—an

Denne regelen kan komme til nytte nar vi forenkler rotuttrykk. Men den kommer enda mer til
nytte senere nar vi skal derivere og integrere.

De tre farste eksemplene nedenfor er hentet fra Eksempel 1.5, men na er de lgst med potens-
regning. Det siste eksemplet er litt vanskeligere.

Eksempel 1.6: Skriv uttrykkene nedenfor med sa enkle rotuttrykk som mulig:

G 2
\/9X5 ) \/3 2x’ . 2X—y4, (2X) . /8xy .

Lasning:

@:(32 - xs)% =(32)% '(XS)% =37 X" o3l T =332 xF = 3%

Jy
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2 » N .
(ZX) 'MZZZ.XZ’(Zs)z_Xé.y

Nl
NI

- X

NI[A)

-1

243 241 1.3 -
=22 .y +2.y22=2 -y

| enkle oppgaver (som i de tre farste eksemplene ovenfor) kan det virke mer tungvint a ga
veien om potensregning enn a holde seg til rotregning. Men du skal ikke ha mye trening far
du kan hoppe over mange av mellomleddene i eksemplene ovenfor. Og i mer kompliserte
oppgaver (som i det siste eksemplet ovenfor) er det som regel mye mer hensiktsmessig a
benytte potensregning konsekvent enn a holde seg til rotregning. Det vil du sikkert oppdage
nar du jobber med Oppgave 1.6.

1.5. Eksponentiallikninger.

Vi skal na benytte vare kunnskaper til & lgse en type likninger som kalles eksponential-
likninger. Vanligvis ma slike likninger lgses med logaritmer (som er tema for neste hoved-
avsnitt), men vi skal se pa noen oppgaver som kan lgses uten a bruke logaritmer.

Eksempel 1.7: Finn x av disse likningene:
a) 27" =+.

b) 4*-5.2"+4=0.

c) 8%-6-8+8=0.

Lasning:

a) 27" =%.
Benytter farst potensregning til & skrive begge sider av likhetstegnet som potensuttrykk
med samme grunntall:

2=t = (3) =3—12 & 3%=37
Na ma begge eksponentene vere like:
x=-2 < x=-%.

b)  4°-5.2"+4=0.
For det farste: 5-2 er ikke lik 10*!! Det er kun 2-tallet som skal opphgyes i x. Dersom
ogsa 5-tallet skulle vart opphayd i x, matte vi skrevet (5-2)".
Sa til selve lgsningen: Vi starter med a skrive
g =(22) =(2).
Da kan likningen skrives
() -5-2*+4=0

Dette er en andregradslikning med 2* som ukjent. Vi bruker formel, og far:

X 5+\(-5)"-4:14 543 {4

2 2 1
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Dette gir to lgsninger:
2=4=2" & x=2,
0g
2= = w=0

c) 8%-6.8+8=0.
Du faller vel aldri for fristelsen til & “forkorte” bort et 8-tall, far jeg hape?

Her nd vi omforme til en andregradslikning ved & benytte at 8% = (8X )2 . Da far vi

—(~6)++/(-6)° —4-8
(8)-6-8+8=0 < 8= (26)£(-6) :6i2:{4
2 2 |2

Vi far altsa to lgsninger:
=4 & ()=2" & 2"=2" & H=2 o x=

=2 o (2)=2 & 2*=2" & %=1 & x=i.

Oppgave 1.7, 1.8.

1.6. Generell definisjon av potensuttrykk.

Vi skal nd forutsette at a > 0. Vi har definert a' nar t er et helt tall (positivt eller negativt), og
vi har definert a* nar n er et helt positivt tall. Vi vet at vi kan skrive

t 1\t
aﬂz(a”).

Dermed har vi har definert hva vi mener med a* dersom x er et rasjonalt tall (d.v.s. et tall som
kan skrives pd formen + der t er et helt tall mens n er et positivt heltall). Men hvordan skal vi

oppfatte a* dersom x er et irrasjonalt tall?

For ethvert irrasjonalt tall x er det mulig & konstruere en fglge av rasjonale tall som naermer

seg mot x. Hvis vi tar det irrasjonale tallet 7 som eksempel, sa vil tallfalgen

3 3 314 3142 31416
T 100 1000 ' 10000 * *°°

veere en slik tallfglge som kommer stadig neermere mot 7. Dersom vi gnsker a finne 47, kan
vi da benytte en tallfglge

31 31 314 314 3142 3142
4,45 =(Ya)", 4% =(¥a)", 455 = (a) .
Na er det naturlig & definere 4* som grenseverdien for 47 der L er den tallfalgen som er satt

opp ovenfor. Selv om det i praksis er plundrete & beregne 4” pa denne maten, har vi i alle fall
oppnadd & definere hva vi mener med a* nar x er et irrasjonalt tall.

N4 som du vet hva vi mener med uttrykket a* nar a >0 og x er et hvilket som helst reelt tall,
er du klar til a studere eksponentialfunksjonen. Men farst bar du ta en tur innom logaritmene.
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