Forelesningsnotater i matematikk.
Logaritmer. Side 1

2. Logaritmer.

2.1. Grunnleggende definisjoner.
La oss ga tilbake til disse potensreglene:

a" _
am_an:am+n’ a_m:anm-
Vi ser at istedenfor & multiplisere eller dividere to tall, kan vi na legge sammen eksponentene
eller trekke eksponentene fra hverandre. Addisjon og subtraksjon er jo mye enklere regne-
operasjoner enn multiplikasjon og divisjon, sarlig nar du ikke har kalkulator til disposisjon.

Denne observasjonen danner grunnlaget for logaritmeregningen.

Nar vi driver logaritmeregning, snakker vi ikke lenger om potenser. Vi snakker heller om
logaritmer. Mer presist har vi denne sammenhengen:

Sammenhengen ovenfor farer til disse to identitetene:

Lasning:
log,8=3 fordi 2°=8.
log, 25 = 2 fordi 5° =25.
log,,100 = 2 fordi 10° =100.
log, () ==2 fordi 2% =L =1.
log,,0.001 = =3 fordi 107 = %
log,~/2 =1 fordi 2* =+/2.

=--=0.001.

103 ~ 1000
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Hvis du synes at dette er forvirrende, kan du prgve a gjenta for deg selv at:

Oppgave 2.1.

Du legger sikkert merke til at logaritmen til et tall avhenger av hvilket grunntall vi bruker.
Men det er ett viktig unntak som fglger direkte av at a° =1 uansett verdi av a.

| praktisk arbeid er noen grunntall mer brukt enn andre. Gjennom flere hundre ar var
logaritmer med grunntall 10 sveert mye brukt. Disse logaritmene kalles Briggske logaritmer
etter den britiske matematikeren Henry Briggs som utarbeidet detaljerte tabeller over
logaritmene til tall i dette logaritmesystemet. Disse logaritmene benyttes fremdeles i mange
fag, for eksempel er kjemikernes pH-verdier, Richters skala for jordskjelv og decibel-skalaen
basert pa Briggske logaritmer.

Innen datateknologi har men stor nytte av et logaritmesystem med 2 som grunntall.

Men i matematikken er det likevel et annet grunntall som er mest brukt. Det er tallet e som
defineres slik:

Du finner en begrunnelse for denne definisjonen i et lite vedleqg.

Dette rare tallet e er sa viktig at logaritmer med grunntall e kalles naturlige logaritmer. Vi
skriver In istedenfor log, .

2.2. Regneregler for logaritmer.
Uansett logaritmesystem gjelder disse regnereglene:
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Setning 1 bevises slik: Vi tar utgangspunkt i at u=a"%" og at v=a'%". Nar vi benytter

regneregler for potensregning, far vi at
u-v= aIoga u, a’Iogav — a.Ioga u+|ogav.

Men av definisjonen pa logaritmer ma vi ogsa ha at
u-v=a"%",

Ved & sammenlikne eksponentene, ser vi at
log, (u-v)=1log,u+log,Vv.

Bevis selv Setning 2!

Sa var det setning 3. Her benytter vi en annen regneregel for potenser:
u" = (alogau )” _ a’n~loga u

Men av definisjonen pa logaritmer ma vi ogsa ha at
o =a™ ),

Ved & sammenlikne eksponentene, ser vi at
log(u")=n-logu .

Eksempel 2.2: Skriv disse uttrykkene sa enkelt som mulig:
a) In(x*)-In(2x).

b) In(x*—y*)-In(x-y)
c) In(@)ﬂn(%)—lnz

Lasning:

a) |n(x2)—|n(2x)=|n[;—;]=|n(gj=M.

Eller:
In(xz)—ln(2x)=2Inx—(In2+Inx)z2Inx—|nx—|n2=Inx—In2=In[§

N

b) 'n(XZyz)ln(Xy)=|n(X2yzj:m(M(M y)}:ln(x+y)

X—y >y

) In(x/&)jtln(ij—an: In((8x)%)+In(x’l)—ln2:§(ln8+ Inx)-1-Inx—In2

X
=in2°+iInx-Inx-In2=%-3In2+1Inx—Inx—1In2

=2In2—ZInx=%(In2-1In x):gln(éj: In(%) = In\/%
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Oppgave 2.2.

Slike omforminger er nyttige nar vi skal lgse likninger som inneholder logaritmer, noe neste
eksempel viser.

Eksempel 2.3: Finn x nar
2Inx—In(x+2)=0.

Lgsning: Vi starter med a omforme venstre side ved hjelp av logaritme-reglene:
2Inx-In(x+2)=0 < In(x’)-In(x+2)=0
2 2

<:>InX:0<:> le
X+ 2 X+ 2

Den siste overgangen skyldes at In1=0. Sa regner vi videre:
2

X2:1 & X=x+2 o xP-x-2=0.
X +

D[ a2) 12482

- 2 2 |4

Men vi kan ikke bruke lgsningen x = —1 fordi du ved innsetting i den opprinnelige likningen
vil f& 2In(-1)—In1=0, og In(-1) eksisterer ikke. Alts& er den eneste brukbare lgsningen

X=2.

Du kan ogsa komme fram til andregradslikningen pa en annen (og kanskje enklere) mate:
2Inx-In(x+2)=0 < In(x*)=In(x+2) < X =x+2.
Den siste overgangen skyldes at nar to tall har samme logaritme, sa ma tallene vere like.

Oppgave 2.3.

Vi har tidligere sett pa noen enkle eksponential-likninger. Vi skal na se pa flere slike likninger
der vi trenger logaritmer til & finne svaret.

Eksempel 2.4: Finn tilnzermede lgsninger av disse likningene:
a) 3*=8.
b) 2X — 3X—1

Lgsning: | begge oppgavene starter vi med & ta logaritmen pa begge sidene av likhetstegnet,
0g deretter benytte at Iog(u”) =n-logu . For enkelhets skyld benytter vi naturlige logaritmer

siden de fleste kalkulatorer beregner slike. Da far vi:
In8

3 3=8 < In(3)=In8 < x-In3=I8 < K== 8
n pr—

[EEN
((o]

Kontroll: 3% ~7.98.
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b) 2°=3" < In(2)=In(3") < xIn2=(x-1)In3.

w

In
|

-

~2.71.

xIn2=xIn3-In3 < x(In3-In2)=In3 < xIni=In3 < x=

>
N |w

Kontroll: 2™ ~ 6.543 mens 3> ~ 6.545.

Oppgave 2.4.

2.3. Omregning mellom logaritmesystem.

Det er nyttig a vite hvordan man regner om fra ett logaritmesystem til et annet. Vi skal
begrense oss til 4 se hvordan vi kan regne om mellom et vilkarlig logaritmesystem med
grunntall a og naturlige logaritmer. Da gjelder disse sammenhengene:

1
log,u=log,e-Inu=——-Inu.
Ina

Den farste sammenhengen vises slik:

@ | 2
log, u=log, (¢")=1Inu-log,e

Inu

| overgang (1) benyttes at u=e"", og i overgang (2) benyttes logaritmeregel (3).

Vis selv den andre sammenhengen i Oppgave 2.5.

Eksempel 2.5: Du trenger den Briggske logaritmen til tallet 58.3, men har en kalkulator som
kun kan regne med naturlige logaritmer. Bruk regneregelen i ramma ovenfor til & lgse dette
problemet.

Lasning: Grunntallet i det Briggske logaritmesystemet er a =10. Ved hjelp av kalkulatoren
finner du at In10 ~ 2.3026... og at In58.3 ~ 4.0656....
Daer

log,,58.3 = L In58.3 ~ 4.0656 ~ 1.
In10 2.3026

Kontroll: 10*"%" ~58.304...
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Oppgave 2.6.
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