Forelesningsnotater i matematikk.
Determinanter. Side 1

2. Determinanter.

2.1. Definisjoner og regneregler.

Nar vi regner med kvadratiske matriser, dukker det ofte opp et tall som beregnes ut fra
elementene i matrisen pa en bestemt mate. Dette tallet kalles determinanten til matrisen.

Dersom vi kaller matrisen A, skrives dette tallet gjerne det(A) eller |Al.

Framgangsmaten for & beregne determinanten til en generell nx n-matrise er kronglete. Vi
skal starte forsiktig med determinanten til en 2x 2 -matrise.

2.1.1. Andre ordens determinant.

Regelen ovenfor for determinanten til en 2x 2 -matrise (ogsa kalt en 2. ordens determinant)
huskes kanskje lettest ved & tenke "multiplikasjon i kryss” som vist nedenfor:

A, a,

a'21 a22

det(A) = =88y, —8,a,

"Pil ned” har positivt fortegn, mens “pil opp” far negativt fortegn.

Merk:

e Determinanten til en matrise er kun definert for kvadratiske matriser.

e Vi bruker klammeparenteser [ ] for & markere en matrise, og absoluttverditegn | | for a
markere en determinant.

e Vi bruker ordet determinant i to betydninger, bade om skrivematen

&; 8y
a21 a22
og om det tallet vi far nar vi regner ut

Ay -8y — 8y &,
Vi burde kanskje betegne tallet som “verdien av en determinant”, men denne
presiseringen er ikke vanlig.
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Eksempel 2.1: Finn determinanten til
2 -1
A= :
4 3
Lasning:

det(A):‘j ;1‘:2-3—4(—1):6+4:1=0.

Du vil etter hvert se mange eksempler pa at determinant er en nyttig starrelse. Men forelgpig
far du ngye deg med a laere regnereglene for determinanter.

Oppgave 2.1.

2.1.2. Determinanter av n’te orden.

Regelen for & beregne n’te ordens determinanter (determinanter til nx n-matriser) er
temmelig kronglete. Vi starter med a definere:

Underdeterminanten til element a;; i en determinant er den determinanten
som framkommer nar vi stryker hele rad i og kolonne j.

Eksempel 2.2: Gitt determinanten
1 2 3

4 5 6.
7 8 9
Finn underdeterminanten til elementet ”2” i fgrste rad, og til elementet ”7” i tredje rad.

Lesning: Underdeterminanten til elementet 2" blir
4 6

79

mens underdeterminanten til elementet ”7” blir
2 3

5 6|

Kall underdeterminanten til elementet a;; for Dj;. Da beregnes verdien av en determinant slik:

Velg ut en vilkarlig rad eller kolonne. Verdien av determinanten blir da

Z(‘”Hj g - Dy

der summen tas over alle elementene i den utvalgte raden eller kolonnen.
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Merk at:
e Faktoren (—1)'+J danner et "sjakkbrett-mgnster” med + i gvre venstre hjgrne, og deretter
vekselvis + og — bade horisontalt og vertikalt slik:

e Det er likegyldig hvilken rad eller kolonne du tar utgangspunkt i til & beregne
determinanten. Det viser seg at resultatet blir det samme uansett. Velg den raden eller
kolonnen som ser ut til & gi enklest regninger (som oftest den som har flest nuller).

Pastanden om at det er likegyldig hvilken rad eller kolonne du utvikler determinanten etter, er
kronglete a bevise. Men den er svert viktig, og du far bare godta den som den er.

Eksempel 2.3: Beregn verdien av determinanten
1 2 3

4 5 6.
7 8 9

Lasning: Velger (noksa vilkarlig) a ta utgangspunkt i 1. rad (vi sier at vi utvikler
determinanten etter 1. rad). Far da:

4 5

, 8‘=1(5-9—8~6)—2(4~9—7-6)+3(4~8—7~5)

56246
8 9 7 9

-
~1.(~3)-2:(-6) +3-(-3)=0

For & illustrere at verdien blir den samme om vi utvikler determinanten etter en annen rad
eller kolonne (og for a fa trening i teknikken), kan vi utvikle den etter 2. kolonne. Vi far:

4 6 |13 |13
=_2(4.9-7. 1-9-7-3)-8(1-6—4-
DR 46‘ (4-9-7-6)+5(1-9-7-3)-8(1-6—4-3)

_2‘ ‘4_5 -8.

=_2.(_6)+5-(—12)—8'(_6)=2

Prav selv & utvikle determinanten etter andre rader eller kolonner!

For & beregne verdien av en 4. ordens determinant, ma du velge ut en vilkarlig rad eller
kolonne. Nar du utvikler determinanten etter denne, far du fire 3.ordens underdeterminanter.
Hver av disse beregnes som vist ovenfor. Du innser sikkert at dette kan bli arbeidskrevende.
Og med enda stgrre determinanter blir jobben i praksis uoverkommelig. Vi kan da enten
overlate jobben til et eller annet dataverktay, eller vi kan benytte noen av de setningene om
determinanter som vi na skal se pa.

Oppgave 2.2.
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2.2. Noen setninger om determinanter.

Det kan settes opp mange regler for beregning av determinanter. Mange av dem er kronglete &
bevise, og jeg vil derfor ngye meg med a sette dem opp uten bevis. | noen tilfeller vil jeg
antyde skisser til bevis.

2.2.1. Determinanten til et matriseprodukt.
Dette er en setning som jeg ikke skal bevise:

La A og B vere to kvadratiske matriser av samme orden. Da er:
det(A-B)=det(B-A)=det(A)-det(B)

Eksempel 2.4: Gitt matrisene

2 4 1 2
A= og B= .
6 8 3 8
Vis at setningen over stemmer for disse matrisene.

Lasning: Vi beregner forst determinantene til A og B:

det(A)=|. 8

4
~2.8-6-4=-8,
8

det(B):‘; :‘:1-8—3-2:2.

Da blir
det(A)-det(B)=(-8)-2=-16.

Sé beregner vi A-B og B- A, og finner determinantene til disse matriseproduktene:

2 4)[1 2] [14 36 14 36
A-B-= : = = det(A-B)=|_ ~|=14-76-30-36=_16

6 8|3 8| [30 76 30 —
1 2][2 4] [14 20 14 20

B-A= : = = det(B-A)= =14-76-54-20=-16.
3 8]|6 8| |54 76 54 76 —

2.2.2. Determinanten til transponert matrise.

Siden det er likegyldig om matrisen utvikles etter en rad eller en kolonne, far vi denne
setningen:

det(AT) =det(A).
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2.2.3. Ombytting av rader / kolonner.
Sa tar vi en setning som vil vise seg a bli nyttig i praktisk bruk:

Dersom to rader eller to kolonner i en determinant bytter plass, vil
determinanten skifte fortegn.

Setningen vises enkelt for en 2. ordens determinant:

b
Dza =a-d-c-Db.
c d

Lar radene bytte plass:
C

d
=c-b-a-d=-D.
a b

Vi far samme resonnement dersom to kolonner bytter plass.

En 3. ordens determinant kan utvikles etter den raden / kolonnen som ikke bytter plass. Etter
at de to andre radene / kolonnene har byttet plass, vil alle underdeterminantene som inngar i
beregningen ha rader / kolonner som bytter plass og som dermed skifter fortegn. Da vil ogsa
verdien av determinanten selv skifte fortegn.

Pa tilsvarende mate kan en 4. ordens determinant utvikles etter en rad / kolonne som ikke
bytter plass. Da vil alle de 3. ordens underdeterminantene som inngar i beregningen skifte
fortegn, slik at determinanten selv skifter fortegn.

Slik kan vi fortsette for en vilkarlig determinant av grad n.

2.2.4. Multiplikasjon med konstant.
La oss starte med falgende observasjon:

Dersom alle elementene i en rad / kolonne multipliseres med samme faktor,
vil hele determinanten multipliseres med denne faktoren.

Dette vises direkte med en 2.ordens determinant

b
a =a-d-c-b.
d

c

Dersom alle elementene i en rad (for eksempel 2. rad) multipliseres med t, far vi en ny
determinant

1 =

t-c t-d

b
a ‘:a-td—tc-bzt(a-d—c-b)zt-D.
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Vi far samme resultat dersom en annen rad eller kolonne multipliseres med t.

Med sterre determinanter far du tilsvarende resultat ved & utvikle determinanten etter den
raden / kolonnen der elementene multipliseres med faktoren.

Vi kan ogsa formulere setningen slik:

Dersom alle elementene i en rad / kolonne har en felles faktor, kan denne
faktoren settes utenfor determinanten.

Hva skjer med determinanten til en matrise dersom matrisen multipliseres med et tall t? Du
husker sikkert at nar en matrise multipliseres med et tall, s3 multipliseres alle elementene i
matrisen med tallet. For en nxn-matrise vil det si at det er n rader / kolonner som inneholder
en felles faktor. Determinanten multipliseres da med t" slik setningen nedenfor angir:

NA&r A er en nxn-matrise, er
det(t-A)=t"-det(A) .

Eksempel 2.5: Vi har gitt matrisen

ot

Beregn det(A) og det(3A) bade ved & bruke setningen ovenfor og ved & regne ut 3A farst.

. 2 4
Lasning: det(A)=‘5 8‘=2~8—5~4:ﬁf.

Da er
det(3A)=3"-(-4)=-36.
Eller:
2 4 6 12
3A=3. =
5 8 15 24
slik at

6 12
det(3A) = =6-24-15-12=-36.
15 24

2.2.5. Rad / kolonne med bare nuller.
Her kommer en ny setning som du vil fa mye glede av i praktisk regning:
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Dersom en rad / kolonne i en determinant inneholder bare nuller, har
determinanten verdien null.

Dette er egentlig innlysende nar du utvikler determinanten etter den raden / kolonnen som kun
inneholder nuller.

2.2.6. Proporsjonale rader / kolonner.
Her kommer en fiks setning:

Dersom to rader / kolonner i en determinant er proporsjonale, har
determinanten verdien null.

For en 2. ordens determinant er beviset rett fram:

b
a =a-tbh-ta-b=0.
t-a t-b =

En 3. ordens determinant med to proporsjonale rader / kolonner kan alltid utvikles slik at alle
underdeterminantene er 2. ordens determinanter med proporsjonale rader / kolonner. Alle
disse blir lik null, slik at hele determinanten far verdien null.

En 4. ordens determinant med to proporsjonale rader / kolonner kan alltid utvikles slik at alle
underdeterminantene er 3. ordens determinanter med proporsjonale rader / kolonner. Alle
disse blir lik null, slik at hele determinanten far verdien null.

Og slik fortsetter vi for determinanter av stadig hgyere orden.

Setningen kan ogsa bevises ved et fikst lite resonnement: Sett fgrst proporsjonalitetsfaktoren
utenfor determinanten slik at determinanten inneholder to like rader / kolonner. Dersom disse
byttes om, vil determinanten skifte fortegn. Men en ombytting av to like rader / kolonner kan
umulig fere til at determinanten endrer verdi. Den eneste verdien som ikke endres ved et
fortegnsskift er verdien null.

Eksempel 2.6: Vi har gitt matrisen

2 6 4
A=-1 -3 2
3 0 -1

Hvorfor kan du si at det(A) =0 uten farst & regne ut denne determinanten?

Lasning: Vi ser direkte at
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2 6 -4] [(-2)-(-) (-2)-(-3) (-2)-2
A=|-1 -3 2 |= -1 -3 2
3 0 -1 3 0 -1
slik at 1. og 2. rad er proporsjonale. Da er determinanten til matrisen lik null.

2.2.7. Determinanten til en triangulaer matrise.
Denne setningen ma du merke deg:

Dersom en matrise er trianguler, er verdien av matrisens determinant lik
produktet av alle leddene i hoveddiagonalen.

Denne setningen stemmer apenbart for en 2. ordens determinant.

& b d—0-.b=a.d.
0 d a’

For en 3. ordens determinant far vi:
Xy z
0 a b|=x- 4
0 0 d
Her har vi utviklet determinanten etter 1. kolonne.

+0+0=x-a-d.

For en 4. ordens triangulaer determinant resonnerer vi pa samme maten: Nar vi utvikler den
etter 1. kolonne, vil bare fgrste element med sin tilhgrende underdeterminant gi bidrag. Til
sammen blir dette produktet av leddene i hoveddiagonalen.

Og slik fortsetter vi for en determinant av vilkarlig orden.
Tilsynelatende er dette en lite nyttig setning. Slike triangulaere determinanter ma da veere

ganske sjeldne? Men setningen nedenfor skaffer oss slike trianguleere determinanter.

2.2.8. Omforming til trianguleer determinant.
Vi slar til med denne setningen:

Verdien av en determinant endrer ikke verdi dersom alle elementene i en rad /
kolonne multipliseres med samme tall, og produktene legges til en annen rad /
kolonne.

Dette vises rett fram for en 2. ordens determinant:
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a b‘:a'd—c-b.
c d

Vi multipliserer 1. rad med t og legger produktene til 2. rad. Vi far:

a b
c+t-a d+t-b

‘:a-(d +t-b)—(c+t-a)-b=a-d+t-a-b—c-b-t-a-b

=a-d-c-b

Vi ser at determinanten ikke endrer verdi.

Sa ser vi pa en 3. ordens determinant. Vi multipliserer en rad / kolonne med t og legger
produktene til en annen rad / kolonne. Sa utvikler vi determinanten etter den raden / kolonnen
som ikke er bergrt av disse operasjonene. Da far vi 3 underdeterminanter av 2. orden, der alle
gjennomgar de operasjonene som vi har sett ovenfor. De endrer altsa ikke verdi. Dermed
endrer heller ikke var 3. ordens determinant verdi.

Slik kan vi fortsette med en 4. ordens determinant, en 5. ordens determinant, osv.

Denne setningen benytter vi til 8 omforme en vilkarlig determinant til en trianguleaer
determinant. Verdien av denne beregnes sa med setning 2.7. Teknikken er illustrert nedenfor.

Eksempel 2.7: Beregn verdien av determinanten

1 2 3
4 5 6.
7 8 10

Lgsning: Vi starter med a multiplisere 1. rad med —4 og legger til 2. rad. Videre multipliserer
vi 1. rad med -7 og legger til 3. rad. Disse operasjonene endrer ikke determinantens verdi.

1 2 3|(-4)(-7) | 1 2 3 1 2 3
4 5 6| 4 | =/4-4 5-8 6-12|=0 -3 -6|(-2)
7 8 10 « J |7-7 8-14 10-21 [0 -6 -11
1 2 3 1 2 3
=0 -3 6 |=0 -3 -6/=1:(-3)-1=-3
0 6+6 -11+12| |0 0 1 B

Du ser at poenget er a multiplisere en rad med et slikt tall at nar produktene legges til en
annen rad, far du en ny null under hoveddiagonalen. Systemet gar ut pa at vi farst skaffer oss
nuller under hoveddiagonalen i 1. kolonne, deretter i 2. kolonne osv.

I eksemplet ovenfor var vi heldige som startet med 1 i gvre venstre hjgrne av determinanten.
Vi tar et eksempel til der vi ikke er sa heldige.
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Eksempel 2.8: Beregn verdien av determinanten

2 4 -2 0
3 0 1 -2
0 4 1 -2
-1 3 0 2

Lasning: Vi starter med a sette 2 som felles faktor i 1. rad utenfor determinanten. Deretter
skaffer vi oss nuller under hoveddiagonalen i 1. kolonne, og fortsetter med 2. og 3. kolonne:

2 4 2 0 1 2 -1 0[(-31 1 2 -1 0
301 2 301 2% 064 -2
0 4 1 -2 7|0 4 1 =2 %0 4 1 2
13 0 2| |13 0 2|/« 4 |05 -1 2
12 -1 0 12 -1 0
01 -2 1|(-4)(-5 01 -2 1
=2(—6) 3 3( )( ):_12 3 3
4 1 20 4 00 & -b
5 -1 2| « J 00 I &
12 -1 0 12 -1 0
:(—12)-£O L =5 3 YL
oo 1 -&(-1 00 1 -¥
00 I i 4 00 0 Z
— (-44)- 27~ 108
11 —

| praksis er det gjerne lettere a stanse omformingen nar du er kommet fram til en 2. ordens
determinant. | vart eksempel far vi da:

oL -2 2 3 3 11 70 81

-12 S 3 1=(-12)-1-1- = o[ ==_i——_ Lo ——— (8.
00 & -1 (-12) 7 1 [9 9) 9 =
nowoLL 3 3

Generelt kan vi skaffe et 1-tall i gnsket posisjon enten ved a bytte om rader eller kolonner slik
at vi henter et 1-tall til denne posisjonen (husk a skifte fortegn pa determinanten!), eller ved a
sette en faktor utenfor determinanten.

Oppgave 2.3.

Na er du klar til & ga lgs pa inverse matriser.
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