Forelesningsnotater i matematikk.

Litt matematisk logikk. Side 1

Litt matematisk logikk.

1. Utsagn.
La oss starte med en viktig definisjon:

Et utsagn er en formulering som er enten sann eller usann.

Merk at formuleringen ma veere sa presis at det er mulig & avgjgre med sikkerhet om
pastanden er sann eller usann.

Dersom utsagnet er sant, har det sannhetsverdi T (True) eller 1.
Dersom utsagnet er usant, har det sannhetsverdi F (False) eller 0.

Eksempel 1.1: Er formuleringene nedenfor utsagn? Dersom de er utsagn, skal du avgjare
sannhetsverdien.

a) "Oslo er hovedstaden i Norge".

b) "Deter varmtidag".

c) "Matematikk er morsomt".

d "2+2=5"

Lasning:

a) Dette er et utsagn. Sannhetsverdi T eller 1.

b) Ikke utsagn. Sannhetsverdien avhenger av den subjektive vurderingen til den som
framsetter pastanden.

¢) Ikke utsagn, av samme grunn som ovenfor.

d) Utsagn, med sannhetsverdi F eller 0.

Vi bruker ofte bokstavsymboler (gjerne i kursiv) for & angi utsagn, f. eks. slik:
p: "Rosenborg ble seriemester i fotball for menn i 2003”.

Na kan vi bruke symbolet p istedenfor det lange utsagnet "Rosenborg ble seriemester i fotball

for menn i 2003”. Slike symboler kalles utsagnsvariabler.

I matematikken kommer vi ofte over formuleringer av typen "x > 2". Sannhetsverdien av slike
utsagn avhenger av verdien av x. | det gyeblikk x er kjent, kan vi ogsa avgjgre om utsagnet er

sant eller ikke. Slike utsagn kaller vi apne utsagn.

Et apent utsagn er et utsagn der sannhetsverdien fgrst kan avgjares
etter at en eller flere variabler har fatt tilordnet verdi(er).

Los Oppg. 1.1.
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Nar vi bruker en utsagnsvariabel til & angi et dpent utsagn, setter vi ofte den eller de ukjente
variablene i parentes slik:

p(x): ”x>2”. Sannhetsverdien av utsagnet p kan avgjares nar vi kjenner verdien av x.
q(x,y):”x<y”. Sannhetsverdien av utsagnet q kan avgjeres nr vi kjenner verdiene av
X 0g Y.
Vi skal etter hvert se at likninger, likningssystemer og ulikheter egentlig er apne utsagn. Nar
vi lgser en likning, en ulikhet eller et likningssystem, gar vi pa jakt etter verdier av den eller

de ukjente som gjar utsagnet sant. Vi skal snart komme narmere inn pa dette, men vi ma ta
med oss noen flere definisjoner farst.

2. Negasjon, konjunksjon og disjunksjon.

Negasjonen til p er et utsagn som har motsatt sannhetsverdi av p.
Vi bruker symbolet p (eller —p) for negasjonen til p.

p leses "ikke p", og betyr at ’p er ikke sant”.

Sammenhenger mellom sannhetsverdier til utsagn illustreres gjerne i sannhetsverditabeller.
Sannhetsverditabellen til p og p blir slik:

o
ol | Tl

Denne sannhetsverdien leses slik:
Nar p er usann, er p sann.

Nar p er sann, er p usann.

Las Oppg. 2.1.

Vi far ofte bruk for & kombinere enkle utsagn til mer kompliserte utsagn. Da far vi bruk for
definisjonene nedenfor:

La p og g veere to utsagn. Da gjelder:

Konjunksjonen p Aq leses "p og ", og er et sammensatt utsagn
som er sant hvis og bare hvis bade p og q er sanne.

Disjunksjonen pv g leses "p eller g", og er et sammensatt utsagn
som er sant hvis og bare hvis enten p eller g eller begge er sanne.
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Legg merke til at pv q er sant nar enten p eller g eller begge er sanne. Men noen ganger har

vi bruk for et symbol som angir at enten p eller g, men ikke begge, er sanne. Da kan vi bruke
"eksklusiv eller":

p v q kalles eksklusiv eller (engelsk: XOR), og er et utsagn som er
sant hvis og bare hvis enten p eller g, men ikke begge er sanne.

Sannhetsverditabellene for pAqQ, pvq og p v q blir slik:
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Eksempel 2.1: Vi har disse utsagnene:

p: "Jeg star til eksamen i matematikk".
q: "Jeg star til eksamen i fysikk".

Formuler med ord disse sammensatte utsagnene:
pAq, pvaq, pvaq, pPAQ, pva.

Lasning:
P AQ: "Jeg star til eksamen i bade matematikk og fysikk".
p v q:"Jeg star til eksamen i enten matematikk eller fysikk eller begge".
p v q:”Jeg star til eksamen i enten matematikk eller fysikk, men ikke i begge.”

p A Q: "Jeg star ikke til eksamen i bade matematikk og fysikk".
P Vv q:"Jeg star ikke til eksamen i matematikk, eller jeg star ikke til eksamen i fysikk,
eller begge deler"”.

Sammenlikner vi de to siste utsagnene, ser vi at de egentlig gir uttrykk for det samme. Slike
utsagn med samme sannhetsverdi er ekvivalente.

Los Oppg. 2.20g 2.3.
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3. Implikasjon og ekvivalens.
Vi far ofte bruk for disse viktige sammenhengene mellom utsagn:

La p og g vaere to utsagn.

p = q betyr at nar p er sann, er ogsa q sann.
Det leses "p impliserer g" eller "hvis p sa q".

p < q betyr det samme som (p = q)A(q= p).
Det leses "p er ekvivalent med g" eller "p hvis og bare hvis g".

Vi bruker ogsa symbolet = for ekvivalens.

Vi har allerede nevnt at likninger, likningssystemer og ulikheter egentlig er apne utsagn. Nar
vi laser slike problem, omformer vi det opprinnelige utsagnet til enklere utsagn. Da bar vi
vaere ngye med & benytte ekvivalenssymbolet § (eller < ). Dette innebzrer at alle verdier av

den eller de ukjente som gjgar at utsagnet pa en side av ekvivalenssymbolet er sant, ogsa ferer
til at utsagnet pa den andre siden blir sant. | praksis slurver vi dessverre ofte med ekvivalens-
symbolene nar vi foretar slike utregninger, eller vi slgyfer ekvivalenssymbolene helt for &
forenkle skrivingen. Men da er det fort gjort a gjare feil, noe neste eksempel viser:

Eksempel 3.1: Pavis feilene i disse "ekvivalensene™:
Q) n=2 o n"=4
b) x*=3x < x=3

Lasning:
a) Vi definerer de to utsagnene p(n): n=2 og q(n): n> =4. Vi ser at hvis p(n) er sant
slik at n =2, far vi ved kvadrering at n* = 4 slik at ogsa q(n) er sant. Men nar q(n) er

sant slik at n? =4, kan vi ogsa ha at n = -2 slik at p(n) ikke er sant. Alts& mé
ekvivalenssymbolet byttes ut med en implikasjon slik:
n=2 = n*=4,

b) Vi definerer de to utsagnene p(x): x> =3x og q(x): x=3. Vi ser at hvis q(x) er sant
slik at x =3, blir ogsd p(x) sant fordi x* =3*=9 og 3x =3-3=9. Men se hva som
skjer dersom x=0. Da blir p(x) sant fordi x> =0°=0 og 3x=3-0=0 mens q(x)
apenbart ikke er sant. Vi ma pa ny erstatte implikasjonen med ekvivalens, og setter:

X*=3x < x=3.

Dersom vi er litt slgve, kan vi fa mange "morsomme” resultater, noe "beviset” nedenfor er et
eksempel pa.
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Eksempel 3.2: Finn feilen i ”beviset” nedenfor:

Vi stanter med a sette
a=2.

Sa multipliserer vi med a pa begge sidex:
a’=2a.

Tuelier fra 4 pa begge sidex:
a’—4=2a-4.

Bruuker feadratsetning pa venstre side, og fakteriserer ut 2 pa hayre side:
(a-2)(a+2)=2(a-2).

Deler med (a—2) pa begge sider, og fer:
a+2=2.

Men siden vi startet med at a =2, har vi ved innsetting at
2+2=2 & 4=2.

Lasning: Her har vi gjort flere formelle feil. Men den feilen som farer til katastrofen, er at vi
deler med (a—2). For ndr vi startet med & sette a=2, blir a—2=2-2=0. Og som du
sikkert vet, kan vi ikke dele et tall med null.

4. Beslektet stoff.

De sma smakebitene pa matematisk logikk som er tatt opp i dette notatet, omhandler kun en
liten flik av dette fagfeltet. I vart pensum skal vi imidlertid begrense oss til bare disse
smabitene. Du kan finne litt mer om sammensatte utsagn og logisk algebra med bl.a. to
viktige lover som kalles deMorgans lover i et eget lite tilleggsnotat.

Hva kan vi bruke matematisk logikk og logisk algebra til? I farste rekke skal vi bruke den til &
fare matematiske bevis pa en korrekt mate. Noen slike bevisteknikker er samlet i et eget lite
notat.

Innen elektronikk er det et fagfelt som omhandler logiske kretser. Dette er kretser som bl.a.
brukes til & sla brytere av og pa avhengig av om visse betingelser er oppfylt. Slike logiske
kretser benytter i praksis logisk algebra for & avgjere om bryterne skal slas pa aller av. Du kan
fa en liten forsmak i et lite notat.

Mikroprosessoren som er “hjernen” i enhver datamaskin, er i prinsippet en svert komplisert
logisk krets. Nar du programmerer en datamaskin, benytter du et eller annet programmerings-
sprak som igjen baserer seg pa logisk algebra.

Vi skal ogsa se litt pA mengdelere, som er en gren av matematikken som du bl.a. vil dra nytte
av innen statistikk og sannsynlighetsregning. Regnereglene for mengder kan baseres pa
tilsvarende regler fra logisk algebra.

Lgsing av likninger og likningssystemer baserer seg i grunnen pa matematisk logikk
kombinert med mengdelzre.
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