Forelesningsnotater i matematikk.
Induksjonsbeviset. Side 1

Induksjonsbevis.

En dag du ikke har noe bedre a gjare, stiller du opp noen domino-brikker slik at dersom en
brikke velter, sa tar den med seg neste brikke i fallet. Dette gjelder uansett hvilken brikke som
velter. Hvis du na velter den farste brikken, vil alle de andre brikkene ogsa velte etter tur.
Logisk, ikke sant?
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Dette lille eksperimentet illustrerer et viktig matmatisk prinsipp som kalles induksjons-
prinsippet. Vi skal bruke det til & fgre induksjonsbevis. Det kan formuleres slik:

Induksjonsbeviset:
Gitt et dpent utsagn U (n), der n er et helt tall stgrre enn eller lik en verdi n, .

Vi kan vise at U (n) er sann for alle n>n, slik:
1) Visat U(n,) er sann. Dette kalles induksjonsgrunnlaget.
2) Visatdersom U (k) er sann, ma ogsé U (k +1) veere sann.
Eller: U (k) = U(k+1).
Dette kalles induksjonstrinnet.
Damé U (n) vere sann for alle n>n,.

Hva har na denne formuleringen med domino-brikkene & gjgre? La oss formulere domino-
eksperimentet matematisk:

U (n): Domino-brikke nr. n velter.

Sett n, =1. Induksjonsgrunnlaget blir da U (1), d.v.s. at den farste domino-brikken i rekka

velter. Videre har du stilt opp brikkene slik at dersom brikke nr. k velter, s& velter ogsa nabo-
brikken, d.v.s. at brikke nr. k +1 velter. Eller: U (k) = U (k +1). Dette farer til at brikke

nr. 1 river med seg brikke nr. 2, som river med seg brikke nr. 3, som ... som river med seg
brikke nr. k, som river med seg brikke nr k +1, som osv... Dermed velter alle brikkene etter
tur.

Na er tiden inne til & bruke dette prinsippet til et matematisk bevis:

Eksempel 1: Bruk induksjon til a vise at:

n(n+1)
2

1+2+3+---+n= foralle neN.

Lasning: Vi formulerer dette som et dpent utsagn:

Bjegrn Davidsen, Universitetet i Tromsg. 2008.




Forelesningsnotater i matematikk.
Induksjonsbeviset. Side 2

1
U(n): 1+2+3+---+n=n(nz+ ) foralle ne N.

Vi starter med a etablere induksjonsgrunnlaget. Vi setter inn n =1 i utsagnet, og far
1(1+1)
2
som er et sant utsagn.

Deretter sjekker vi induksjonstrinnet. Vi setter n =k og far

U(k): 1+2+3+~--+k:@.

Sé setter vi n=k +1 og far

U(k+1):1+2+3+ - +(k+1) = (k+1)((:+1)+1) = (k+1)2(k+2).

Né skal vi anta at U (k) er sant, og undersgke om dette farer til at ogsd U (k +1) er sant. Vi

merker oss farst at venstre side i U (k +1) kan skrives
1+2+3+--- +k+(k+1).
Sé forutsetter vi at U (k) er sant. Venstre side av U (k +1) kan da omformes slik:

1+2+3+ - +k+(k+1) 2 —k(k;l) +(k+1) 2 k(k+1)22(k+1) i (k+1)2(k+2) :
=k(k-*—l)
2
Forklaring til overgangene:
k(k+1)

1) Siden vi forutsetter at U (k) er sant, kan vi erstatte 1+2+3+ --- + k med —

2) Setter opp pa felles brakstrek.
3) Setter (k +1) utenfor parentes.

N4 har vi vist at dersom U (k) er sant, sé er ogsd U (k +1) sant. Vi vet at U (1) er sant. Da

ma ogsa U (2) veere sant, slik at U (3) ma veere sant, og U (4) ma vere sant, osv... Utsagnet
ma veere sant for alle ne N.

Du bgr merke deg at denne metoden kun kan brukes til a vise at en formel stemmer. Metoden
kan ikke brukes til & utlede en formel. For & kunne bruke metoden, ma du altsa farst anta at vi
har en eller annen sammenheng, og deretter bruke induksjon til & undersgke om sammen-
hengen alltid stemmer. Eksemplet nedenfor viser en slik situasjon.

Eksempel 2: En dag du sitter og leker med kalkulatoren din, oppdager du noe pafallende:
1+3=4=2°
1+3+5=9=3?
1+3+5+7=16=4°
1+3+5+7+9=25=5
Dessuten er det jo opplagt at 1=1%. Det ser ut til & veere et system:
Summen av de n farste positive oddetallene er lik n”.
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Du har allerede pavist at regelen gjelder for n=1, 2, 3, 4 og 5. Men dermed er det ikke

sikkert at regelen gjelder generelt. Bruk induksjon til & pavise at denne regelen stemmer for
alle neN.

Lgsning: Farst ma vi formulere pastanden var mer matematisk. Vi legger farst merke til at
oddetall nr. n har verdien 2n—1 (bare sjekk med tallene ovenfor. Pastanden kan forresten
bevises med et eget lite induksjonsbevis, der vi starter med at fgrste oddetall er 1, og at det er
avstand 2 mellom hvert oddetall). Var pastand kan da formuleres som dette utsagnet:

U(n): 1+3+5+--+(2n-1)=n* neN.,

Vi har allerede pavist at utsagnet er sant for n=1, 2, 3, 4 og 5, slik at induksjonsgrunnlaget er
grundig etablert. Sa gar vi i gang med induksjonstrinnet.

Vi setter farst n =k, og far
U(k): 1+3+5+ - +(2k -1) =k>.
Sa setter vi n=k +1, og far
U(k+1): 1+3+5+ - +(2(k +1)-1) = (k +1)".

Vi antar at utsagnet stemmer for en vilkarlig positiv verdi n =k . Da kan venstre side av
U (k +1) omformes slik:
1) 2)

14345+ - +(2k =1)+(2(k +1)-1) = k* +(2(k +1)-1) = k* + 2k + 21

—k?

3)

2 ) 2
=k®+2k+1=(k+1)
Forklaring til overgangene:
1) Siden vi forutsetter at U (k) er sant, kan vi erstatte 1+3+5+ --- +(2k —1) med k®.

2) Ganger ut parentesen.
3) Trekker sammen.
4) Bruker kvadratsetning.

Dette viser at dersom U (k) er sant, s er ogsd U (k +1) sant. Vi har allerede pavist at
utsagnet er sant for n=1, 2, 3, 4 og 5. Daer ogsd U (6) sant, og U (7) er sant, og U (8) er
sant, osv... Utsagnet ma vaere sant for alle ne N.

Oppg. 1.

Sa tar vi et eksempel der det er viktig a "oversette” den pastanden som skal bevises til
matematisk sprakdrakt.

Eksempel 3: Bruk induksjon til a vise at 4" —1 er delelig med 3 for alle ne N.

Lasning: Vi starter med a sette inn noen verdier for n slik at vi ser hva pastanden egentlig gar
ut pa. Samtidig etableres induksjonsgrunnlaget.
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4 -1=4-1=3=3-1.
4°-1=16-1=15=3-5.

4 -1=64-1=63=3-21.
4* —1=256-1=255=3-85.
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I
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Vi ser at pastanden stemmer for n =1, 2, 3 og 4. Vi ser ogsa at nar et positivt tall er delelig

med 3, ma tallet kunne skrives som 3-t der t € N. Na er vi klar til & formulere var pastand
matematisk:

U(n): Foralle neN eksisterer et tall t € N slik at 4" -1=3-t.

Induksjonsgrunnlaget er allerede etablert. Vi gar i gang med induksjonstrinnet.
U(k): 4“-1=3-t, dert eN.

U(k+1): 4" -1=3t, dert, eN.

Vi antar at U (k) er sant. S& gar vi i gang med & omforme venstre side i U (k +1):
A I @ (# ®) €

4 —1=4"4'-1= (3.4, +1)-4-1=12-t, +4-1 =12t +3 = 3(4t, +1) = 3-t,.

Forklarmg til overgangene:

Bruker potens-regneregel: 4 = 4% .4,

Forutsetter at U (k) er sant. Da gjelder 4 -1=3-t, < 4°=3-t +1.

Ganger ut parentesen.

Trekker sammen.

Setter 3 som felles faktor utenfor parentes.

Setter t, =4t, +1. Siden t, e N, ma ogsd t, e N.

)

o Sloe &Y T

Vi har altsé vist at dersom U (k) er sant, mé ogsé U (k +1) vere sant. Og siden pastanden
stemmer for n =1, ma den ogsa stemme for alle andre verdierav ne N,

Oppg. 2.

Hittil har vi bare vist at formler stemmer. Men vi kan ogsa bruke induksjonsbevis til a vise at
ulikheter stemmer, noe neste eksempel viser.

Eksempel 4: Vis at:
Hvis x > -1,sder (1+x)" >1+nx foralle ne{2,3,4,-}.

Lgsning: Vi starter med a formulere pastanden som et utsagn:
U(n): Hvis x>-1, blir (1+x)" >1+nx foralle ne{2,3,4,-}.

S& ma vi etablere induksjonsgrunnlaget. Vi setter n= 2, og utsagnet blir:
u2): @1+ x)2 =1+2x+x? =1+ 2x som er sant fordi x* >0 for alle x.
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Til slutt kommer induksjonstrinnet. For oversiktens skyld slagyfer vi betingelsene x > -1 og
€{2,3,4,---} nar vi setter opp utsagnene:

U(k): (1+ x)k >1+kx.
U(k+1): (1+x) 21+ (k+1)x

Vi omformer venstre side av U ( +1), og forutsetter at U (k) er sant:

=3

3) (4) (5)

@) (
(1+ x)k+l = (1+ x) (1+x) 2 (1+ kx)(1+X) = 1+ X+ kx + kx* > 1+ x+kx = 1+ (k +1)x

Forklaring til overgangene:
1: Bruker potens-regneregel.

2: Forutsetter at U (k) er sant. Daer (1+ x)k > 1+ kx . Dessuten har vi forutsatt at x > —1,

slik at 1+ x er et positivt tall. Ulikheten (1+ x)k >1+kx er fremdeles oppfylt etter at vi

har multiplisert begge sider med det positive tallet 1+ x.
3:  Multipliserer ut parentesene.

4:  Denne ulikheten mé gjelde fordi kx* >0.
5: Setter felles faktor x utenfor parentes.

Siden induksjonsgrunnlaget er sant, og induksjonstrinnet ogsa er sant, har vi bevist pastanden.

Oppg. 3.
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