Forelesninger i Matematikk.
Laplace-transform. Side6-1

6. Sprangfunksjonen.

6.1. Bruk av sprangfunksjonen.

| fysiske systemer er det vanlig at signaler slas pa og av. Nar vi skal lage matematiske
modeller av slike systemer, trenger vi en funksjon som kan representere slike plutselige
brudd. Vi bruker da enhetssprangfunksjonen, som vi har veert litt inne pa tidligere. Vi skal na
se naermere pa denne funksjonen.

P& engelsk kalles funksjonen gjerne unit step function, og vi bruker derfor symbolet u(t) for

den. Funksjonen gar ogsa under andre navn, for eksempel Heaviside-funksjonen etter Oliver
Heaviside, som paviste nytten av den i ingenigr-anvendelser.

Hittil har vi latt spranget inntreffe ved t = 0. Men generelt kan spranget inntreffe ved et
hvilket som helst tidspunkt t, der t, > 0. Et enhetssprang som inntreffer ved tidspunktet t,

symboliseres ved u(t —t, ). Mer presist defineres denne funksjonen slik:

Definisjon 4: u (t
Enhetssprangfunksjonen er definert som 1|==\1

0 nar t<t,
1 nar t>t,

WL4J={

o t, t

Vi skal illustrere bruken av denne funksjonen med et par eksempler.

Eksempel 6.1: Skriv funksjonen
0 nar t<1
f (t) = )4t 2
e nar t>1
ved hjelp av enhetssprangfunksjonen.

Lasning: Vi kan skrive

1\f“) NQ:¥t0 ﬁrt<%

e'-1 nar t>1
=e"-u(t-1)

N fordi u(t—1)er lik null nér t <1, og lik 1 nar

0 1 t t>1.

Vi har en nyttig tolking av enhetssprangfunksjonen: Vi bruker den til & sla pa et signal ved
tidspunktet t,. I eksemplet over brukte vi enhetssprangfunksjonen til & sla pa funksjonen e™
ved tidspunktet t =1.

Vi kan ogsa bruke enhetssprangfunksjonen til & sla av et signal slik neste eksempel viser.
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Eksempel 6.2: Skriv funksjonen

t nar 0<t<2
TOR R

0 nar t>2
ved hjelp av enhetssprangfunksjonen.

Lesning: Vi starter med funksjonen f(t) =t nar 0<t <2 slik
7
f (t) it den stiplede linjen viser. Men sa ma vi trekke fra t nar
o1/ __ g t>2. Vi faraltsé at

t-0 ndr 0<t<?2
f(t)=t- .
t-1 nar t>2

=t-t-u(t-2)=t(1-u(t-2))

Hvis vi skal vere veldig pirkete, bar vi presisere at vi ”slar pd” signalet nar t =0 og "slar det
av” nar t =2. Vi burde altsa skrevet

f(t)=t-u(t-0)-t-u(t—2)=t(u(t-0)-u(t-2)).

Men siden det er underforstéttat f (t)=0 nér t <0, er det vanlig & erstatte u(t—0) med 1.

Disse eksemplene illustrerer en nyttig bruk av enhetssprangfunksjonen: Dersom et signal
f (t) "slés pd” ved tidspunktet t, og deretter "slds av” ved et senere tidspunkt t, , kan vi
skrive
f(t)-[u(t—tl)— u(t-t,) J
%/_/ %,_/
slapdndr  ..ogsldav igjen

t=t.. nar t=t,

Vi avslutter med et litt mer komplisert eksempel.

Eksempel 6.3: Skriv funksjonen
0 nar t<0

t° ndr 0<t<1
f(t)= ;
t nar 1<t<?2
2 nar t>2
ved hjelp av enhetssprangfunksjonen.

Lasning: Vi lgser problemet ved a "sla pa” og “sla av” funksjoner
ved de angitte t-verdiene, og deretter samle ledd:

U F(t)=t* (u(t-0)—u(t-1))

B
Ao i +#(u(t-1)-u(t-2))

//i i +2-u(t-2)
o 1 2 t =t*-u(t-0)+(t—t*)u(t-1)+(2-t)u(t-2)
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Det kan vaere tungvint & ga fram slik vi gjorde i eksemplet ovenfor. Metoden nedenfor er mer
direkte:

Ledd av typen

(f,()—f,(1)-u(t-t,)
kan da oppfattes som "ved tidspunktet t, slar vi pa signalet f,(t) samtidig som vi slar av
signalet f,(t)”.

Las Oppgave 6.1. Du far bruk for den senere.

I neste eksempel skal vi ga motsatt vei: Vi kjenner en funksjon uttrykt ved enhetssprang-
funksjoner, og skal skrive funksjonen pa intervallform.

Lasning: Vi ser at:
Nér t <0, er bdde u(t—0)=0 og u(t-1)=0.

Dablir f(t)=(2-t)-0+(e"* +t-2).0=0.

Nar 0<t<1,er u(t—0)=1mens u(t-1)=0.
Dablir f(t)=(2-1)-1+(e " +t-2)-0=2-t.

Nar t>1, er bdde u(t—0)=1og u(t-1)=1.
Da blir f(t):(Z—t)-1+(e_(t_1)+t_2).1:e—(t—1).

.______________________________________________________________________________________________________________________________________|]
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Altsa blir

0 nar t<0
f(t)=12-t ndr 0<t<1
eV nar t>1

Se figuren til hgyre.

Las Oppgave 6.2.

6.2. Laplace-transform av enhetssprangfunksjonen.
Na er tiden inne til & Laplace-transformere enhetssprangfunksjonen. Vi far da at:

Dette bevises ved a bruke definisjonen pa Laplace-transform:

L{u(t-t)} =Iowu(t_t1)_e—s-tdt :J:lo_e—s{dt+J't°°1_e—54tdt

T D B
=0-Zfe] = (0o )= e

forutsatt at Re(s)>0.

Vi vet fra fgr at dersom spranget inntreffer nar t =0, blir L{1} = 1 . Vi ser at faktoren e "
S

svarer til at enhetsspranget forsinkes en tid t,.

Betyr dette at vi alltid bare kan multiplisere med e ™" nar vi skal Laplace-transformere en
funksjon som er multiplisert med u(t —tl) ? Svaret er dessverre nei. Det er nok litt mer
komplisert.

Den vanlige "lzrebok-formelen” for a Laplace-transformere funksjoner som inneholder
enhetssprangfunksjonen ser slik ut:
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Problemet med denne setningen er at for a kunne bruke den, ma funksjonen farst skrives pa

formen f (t-t,). Vanligvis har vi funksjonen skrevet pd formen f (t). Da er det enklere &
bruke varianten nedenfor:

Beviset for disse setningene finner du i et vedlegq.

Setning 8b kan utformes som en “oppskrift”:

La oss se hvordan denne oppskriften fungerer i praksis.

Lasning:

L{f(t)} = L{t} - L{t-u(t-2)} =Si2— L{t+2}.e™ =i—[i+3)e‘25 :

Les Oppgave 6.3. (Du far bruk for lgsningene pa Oppgave 6.1).

Na er tiden inne til & invers-transformere Laplace-transformer som har e som faktor. Da
bruker vi denne setningen:
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Setningen er bevist i samme vedlegg som ovenfor.

Ogsa denne setningen er lettest & bruke dersom vi utformer den som en "oppskrift”:

Du beregner invers Laplace-transform til F(s)-e™* slik:
1. Invers-transformer F(s) til f(t).
2. Erstatttmed t—t,.
3. Multipliser med u(t -t,).

La oss se hvordan dette fungerer i praksis.

Eksempel 6.6: Beregn
1
f (1) = F‘l{—e‘“}.
2s°

: . . o 1 5
Lasning: Ifelge oppskriften skal vi starte med a invers-transformere PR og far St. Deretter
S

skal vi erstatte t med t —3, og multiplisere med u(t —3) . Resultatet blir:

NG
1
f(0)= F{Ee} ~(3(t-3))u(t-3)
0 nar t<3 9 1 23 4 5 6 7
=(t-3u(t-3)= - t
(3t-utt-3) it-3 nar t>3 Al -
-2

Av figuren ser du at grafen til y =2t er blitt forskjgvet en strekning 3 langs t-aksen. Og det er
jo nettopp dette vi gnsker & oppna med en tidsforskyvning.

For kontrollens skyld kan vi jo bruke resultatet fra Eksempel 6.5, og regne oss tilbake til
utgangspunktet.
Eksempel 6.7: Beregn
0= 2-(2 2]
Lasning: Vi planlegger a invers-transformere ledd for ledd. Du ser av tabell at

a1
Ll{s—z}:t

. 1 2) . 5
Invers-transformeringen av (—2 + —je 2> er mer brysom. Vi starter med & merke oss at
s° s
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Ll{iz+g}:t+2.
s° s

Sa erstatter vi t med t — 2 ifglge Setning 9, og far

L-l{(siz+§j.e-25}:((t_z)+2).u(t_z):t.u(t_z).

Vi samler tradene, og far at
1 1 2

f(t)= Ll{—z—(—2+—)-e25}:t—t-u(t—Z):t(l—u(t—Z)).

S S S

Det er som regel lettere a tolke lgsningen nar den skrives pa intervallform. Da far vi:

e Nart<O0er f(t)=0.(Strengt tatt er ikke f(t) definert ndr t <0, men det er vanlig &
sette f(t)=0 da).

e NarO<t<2,eru(t-2)=0slikat f(t)=t(1-0)=t.

e Nart>2,eru(t-2)=1slikat f(t)=t(1-1)=0.

Altsa blir
0 nar t<0
f(t)=<t ndr 0<t<2
0 nar t>2

Los Oppgave 6.4.

Na lurer du sikkert pa hva dette kan brukes til i praksis. Det far du svar pa i neste avsnitt.

6.3. Differensiallikninger med sprangfunksjoner.

Skikkelig moro blir det farst nar vi har inhomogene differensial-likninger der hgyresiden er
bygd opp av sprangfunksjoner, slik som i de neste eksemplene. Slike problemer er temmelig
kronglete & lgse med tradisjonelle metoder.

Eksempel 6.8: Vi har tidligere vist at temperaturen T i et legeme (for eksempel et hus) er gitt
ved differensiallikningen

?:i_-lt-+ K, T =k -P(t)+k, T,

der T, er omgivelsestemperaturen, P(t) er tilfart varme (for eksempel fra ovner), mens k, og
k, er konstanter.
Sett k, =20, k, =1, T, =0, og
0 nar t<0
P(t)=42 nar 0<t<l1,
1 nar t>1
og finn T(t) nar T(0)=0.

Bjegrn Davidsen, Universitetet i Tromsg. 2008.



Forelesninger i Matematikk.
Laplace-transform. Side6-8

Lasning: Vi setter inn de oppgitte starrelsene, og ser at vi skal lgse differensiallikningen
dT

T =20P(1), T(0)=0.
Na& er det mest oversiktlig & Laplace-transformere P(t) for seg farst. Vi far
0 nar t<0
P(t)=12 ndr 0<t<1l;=(2-0)u(t-0)+(@-2u(t-1)=2u(t-0)-u(t-1).
1 nar t>1

Laplace-transformen blir

2 1
P(s)==-=e.
s S

Na er vi klar til & Laplace-transformere hele likningen:
s-T(s)-T(0)+T(s)=20P(s)

(s+1DT(s)-0= 2o(§_ée—sj

T(s)=—D 20 40[1——1 j—zo(l——l je-s

5(5+1)_s(s+1)= s s+1 s s+1

Na invers-transformerer vi ledd for ledd:

Ll{l_i}zl_et.
s Ss+1

Da blir

= {(1 —ijeS} —(1-e“P)u(t-1).
S s+1

Vi samler trddene:
T(t)=40(1-e*)-20(1—e“Y)u(t-1).

Vi kan skrive dette pa intervallform ved & benytte at u(t-1) = {0 n?r t< 1.
1 nar t>1
Nar 0<t<1 blir
T(t)=40(1-e")-20(1-e"").0=40—40e™".
Nar t >1 blir

T()=40(1-e")-20(1-e)-1=20- 40 +20e"* " .

Altsa er

0 nar t<0
T(t)= 40— 40e™ nar 0<t<1
20— 40 +20e Y nar t>1
Grafen til T (t) er tegnet til hayre.
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Eksempel 6.9: Vi har tidligere sett at farten til en bat er gitt ved differensiallikningen
m-ﬂ+b-v— F(t)
at : IR
der F(t) er motorkraften. Sett m=1, b=2,

E L ENE
0 nar t<o0 17## ﬁ:

F(t)=42 nar 0<t<1l 7 T 7T T
2e"Y ndr t>1 o o5 1 15 2 25 3

Grafen til F(t) er vist til hayre.

Lgs differensiallikningen nar v(0) =0.

Lasning: Med de gitte starrelsene blir differensiallikningen

dv
— +2v=F(t).
T =F()

Som far starter vi med & Laplace-transformere F(t):

0 nar t<0
F(t)=12 nar 0<t<1lp=2u(t—-0)+(2e Y -2)u(t-1)
2"V nar t>1
Da blir
F(s)=L{2u(t-0)} +L{2(e? ~1)u(t-1)}

_2,0. L{e’(“*”’l) —1} e =242 L{e* -1}e

s s
g+2(1 1)6_5_2 s=(s+1) . 2 2 .
s

L 2T T s
s+ s(s+1) s s(s+1)

s+1 s

Sa Laplace-transformerer vi hele likningen:

s-V(s)—-Vv(0)+2v(s) :E— 5(32+1) e
o (s+2)V(s)—O=——S(SZ+1)e‘S
2 2 .

Na gjenstar invers-transformeringen avV (s) Vi starter med det forste leddet. Delbrgk-

oppspalting gir
2 1 1

S(s+2) s 5+2
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som invers-transformeres til
1 —e -2t

Sa gar vi lgs pa det siste leddet. Der er
2 1 2 1

s(s+1)(s+2) E_m+s+2

som invers-transformeres til

1-2e '+,

N& ma vi samle tradene. Da far vi at

O e N e

= (1-e)u(t-0)—(1-2eY +e™ P )u(t-1)

Dette svaret kan skrives pa intervallform. Vi far at:
e NarO0<t<1,eru(t—1)=0 slikat i dette intervallet er

v(t)=1-e™.
e Nart>1, blir

V(t) _ (l— g2t ) _ (1_ 2e~(-D) e—Z(t—l)) — 9 () _ g2t _g2t-Y)

Vi kan altsa skrive

0 nar t<0
v(t)= 1-e™* nar 0<t<1

20 g2 oY 3 t>1

Side 6 - 10

Nedenfor er grafen til v(t) tegnet inn sammen med grafen til 1—e™ (stiplet radt) og grafen

til 2e Y —e2 —e 2 (stiplet blatt).

v(t) A

05T

0.0 h : = : = Ho—

Las Oppgave 6.5.
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