Forelesninger i Matematikk.
Laplace-transform. Side8-1

8. Periodiske funksjoner.
(Orienteringsstoff)

Som du sikkert husker, sier vi at et en funksjon f er periodisk med periode p dersom
f(t+p)=f(t).

Laplace-transformen for slike periodiske funksjoner far en litt spesiell form:

Bevis: Vi starter som sa ofte far med definisjonen av Laplace-transform:
* -s P —s “ —s-
L{f(O) =], f(t)-e=de=[ f(t)-etdt+] f(t)-edt *)

I det siste integralet innfarer vi en ny variabel
r=t-p & t=7r+p.
Viserat r=0 nart=p,ogat dt=dr.
Da blir
Ip f(t)-e'dt= jo f(z+p)e’Pdr= e“"SJ'O f(z)-e*"dr=eP*-L{f(r)}
fordi f(z+ p)= f(z). Men det er jo likegyldig om vi kaller integrasjonsvariabelen zeller t
slikat L{f(z)}=L{f(t)}. Innsetting i (*) gir na

L{f (O} = [ f(t)-edt=["F(t)-e'dt+e™ - L{f (1)},

Dette er en likning som vi kan lgse L{f(t)} utav. Vi far

L{f (O} e L{f (1)} =] f(t)-edt
e L{fO}a-e™) =] f(1)-edt

& LT} = ] Fle)-o

Og det var dette vi skulle vise.

Bjorn Davidsen, Universitetet i Tromsg. 2008.
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Eksempel 8.1: Finn Laplace-transformen til den periodiske funksjonen f gitt ved

1 nar 0<t<1
f(t)= f 2)=f
(t) {—1 ndr 1<t<2’ (t+2)= (1)

Lasning: Dette er en periodisk funksjon med periode p=2. Daer

Lt (1)} = 1_1_25 ( [lretdt+ |’ (_1).es-tdtj

= ﬁ(_l[e—s-t]; +%[e‘5‘t]:)

B (1-e S)11+e =) (e ~2e7+1)
T (1-e 3)11 e ) %(1_6_5)2
1+1e %(1 ¢ )

For & kunne ha noen nytte av slike Laplace-transformer, ma vi ogsa kunne invers-
transformere. Og det er ikke alltid like enkelt. Den mest systematiske teknikken er kanskje a
benytte formelen for summen av en uendelig geometrisk rekke:

a0

a, +a,-kK+a, -k +---+a, k" +-= K

forutsatt at rekka konvergerer.

Dersom ag og k er reelle, konvergerer rekka dersom —1 < k < 1. Men vi kommer til & operere
med komplekse funksjoner. Vi kan imidlertid vise at de rekkene som vi kommer borti, vil

konvergere dersom Re(s) > 0, og det skal vi forutsette er oppfylt.

La oss se hvordan dette kan fungere i praksis.

Eksempel 8.2: La funksjonen i Eksempel 8.1 veere padrag til den RC-kretsen som vi har sett
pa tidligere, med R =10kQ og C =100 4F . Finn spenningen uc(t) over kondensatoren.

Lasning: Vi har tidligere funnet at transferfunksjonen fra inngangs-spenning til strem for en
slik elektrisk krets er

H(s)= S S S

=10" —
R-s+l T1010° s+ s+1

100- 10 a8

slik at
10*(1-¢)

o os Y 1 1. )
'(S):H(S)'L{f(t)}:(lo 'mj(uesz(l_e )j_(s+1)(1+e-5)'

Bjegrn Davidsen, Universitetet i Tromsg. 2008.
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Men spenningen U (t) over kondensatoren er

1 .t
uc (t)= Efol(r)dr :
Denne sammenhengen Laplace-transformeres, og vi far

TRBEES R S—
C s 100-10° -5 (s+D(1+e™)
1 o1
:s(s+1).(l_e ).1+e‘S
1 -s -s -2s -3s _ N _—ns
:s(s+1)(1_e )(1—e +e® e+ 1 (-1) e ™+ )
(1—e‘s+e‘25+---+(—1)"e‘”‘s+-~-)—e‘s(1—e‘s+e‘25+---+(—1)ne‘”‘5+---)
B s(s+1)
1 2 s, 2 e’25+---+2(_1)n e "
s(s+1) s(s+1) s(s+1) s(s+1)

S4 invers-transformerer vi:
1 1 1

s(s+1) s s+l
slik at

(¢>]

1) 2 s _ofr_ (-2 I _
L {s(s+1) e } 2(1 e )u(t 2)=2(1-¢*-e)u(t-2)

0g generelt

e S R M R e

Spenningen uc (t) over kondensatoren blir da summen av alle disse leddene. Dette svaret er
kanskije lettere a tolke dersom det skrives pa intervallform. Vi far da at

1-e™ nar 0<t<l1 e
—1+(2e—1)e‘I nar 1<t<2 e
uc (t): 2 —t 2 ,0,
1+(—2e +2e—1)e nr 2<t<3
050 1 N 200 3
0SV... 1;7 e
Grafen er tegnet til hgyre.

Bjegrn Davidsen, Universitetet i Tromsg. 2008.
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