Forelesninger i Matematikk.
Invers Laplace-transform. Side3-1

3. Invers Laplace-transform.

3.1. Generell innledning.
| forrige avsnitt var problemstillingen:
e Gitten funksjon f (t). Finn den tilhgrende Laplace-transformen F(s) = L{ f (t)} :

| dette avsnittet skal vi ta for oss den motsatte problemstillingen:
e Gitt en Laplace-transform F (s). Finn den tilhgrende funksjonen f (t) som er slik at

L{f(t)}=F(s).

Farst et generelt problem: Er den inverse Laplace-transformen entydig? Med andre ord: Kan
det veere to (eller flere) funksjoner f,(t) og f,(t) som har samme Laplace-transform F(s)?

Svaret ligger i fglgende setning (som vi ikke skal bevise):

Setningen medfarer altsd at nar F(s) er kjent, kan vi (iallfall i prinsippet) finne den inverse
Laplace-transformen f (t) unntatt i eventuelle diskontinuitetspunkter.

Fra definisjonen av Laplace-transform har du sikkert merket deg at vi kun integrerer fra null
til uendelig. Dette medfarer at vi ikke bryr oss om verdien av f (t) nar t <0. I praksis

forutsetter vi gjerne at f (t) =0 ndr t <0. Nar vi invers-transformerer en funksjon F(s), er
det gjerne underforstatt at L™ {F (s)} = f (t) er lik null ndr t <0.

Men hvordan gér vi fram for & finne f (t) = L™ {F(s)}?
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Rent formelt kan vi finne f (t)=L" {F (s)} ved & utfgre en integrasjon i det komplekse s-

planet. Men integrasjon i det komplekse plan er ukjent mark for oss. Vi skal heller benytte
den mer vanlige teknikken: Vi benytter tabellen over Laplace-transformer.

Men farst trenger vi en setning til:

Setning 7:
Dersom F(s) og G(s) har inverse Laplace-transformer f (t)= L‘l{F(s)} 0g

g(t)=L" {G (s)} , 0g a og b er konstanter (som kan veere komplekse), sé er

L*{a-F(s)+b-G(s)}=a- f(t)+b-g(t)

Setningen sier kort og godt at vi kan invers-transformere ledd for ledd pa samme mate som
nar vi Laplace-transformerer.

Et skikkelig bevis for denne setningen gar etter samme prinsipp som beviset for Setning 1,
men integrasjonene ma utfares i det komplekse s-planet.

For & kunne bruke Setning 7 og tabellen over Laplace-transformer, ma vi som oftest benytte
delbrgkoppspaltning. Prinsippene for delbrgkoppspalting kan du finne i et eget notat, men det
kan bli bruk for spesielle varianter na. La oss se hvordan dette fungerer i praksis.

3.2. Delbrgkoppspalting — ulike reelle fgrstegradsfaktorer.

Vi skal farst se hvordan vi gar fram nar nevneren i Laplace-transformen kan faktoriseres i
ulike reelle fgrstegradsfaktorer i s. Vi starter med et enkelt eksempel.

Eksempel 3.1: Beregn f (t)=L*{F (s)} ndr
2

F(s)= )

s(s+1

Lesning: Vi spalter farst F (s) opp i to braker slik:

G2 _A B _A(stl)+B-s (A+B)st+A
F(s) s(s+1) s s+1 s(s+1) s(s+1)

Dersom farste og siste brgk skal vaere like for alle verdier av s, ma vi ha at
A=2

0g
A+B=0 < B=-A=-2.

Altsé er
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ATy

Na invers-transformerer vi ledd for ledd ved hjelp av tabellen:

TR I R IO S

=2.1-2-e"=2(1-¢")

Denne delbrgkoppspaltingen kan ogsa gjgres med dataverktgy:

e PaTI-89 gjgres det med expand-kommandoen slik:
expand(2/(x*(x+1)))
der jeg bruker x istedenfor s fordi x-en er lettere tilgjengelig pa kalkulatoren.

e Med Scientific Notebook skriver du inn brgken, lar markgren sta i brgken, og velger
Compute >> Polynomials >> Partial Fractions

Vi ser pa et eksempel til mens vi er i gang:
Eksempel 3.2: Beregn f (t)=L*{F (s)} ndr

3s+4
F(s)=——n2™ .
(5) s® +3s2 + 25

Lasning: Vi starter med a faktorisere nevneren:
s°+35% +25 =5(s* + 35+ 2) = 5(s+ 2)(s+1).

Altsé er
3s+4 A B C

F(s)= s(s+2)(s+1) :?+ s+2+ s+1
_ A(s+2)(s+1)+Bs(s+1)+Cs(s+2)
s(s+2)(s+1)
B A(s® +35+2)+B(s* +5)+C(s* +2s)
- s(s+2)(s+1)
:(A+B+C)§4{3A+B+2C)S+ZA
s(s+2)(s+1)

Dersom farste og siste brgk skal vaere like for alle verdier av s, ma vi ha at

A+B+C=0
3A+B+2C =3
2A=4

Av den siste likningen far vi direkte at

Bjegrn Davidsen, Universitetet i Tromsg. 2008.



Forelesninger i Matematikk.
Invers Laplace-transform. Side3-4

2A=4 o A=2.

Trekkes de to gverste likningene fra hverandre, far vi
2A+C=3 & C=3-2A=3-2.-2=-1.

Til slutt gir den gverste likningen:
B=-A-C=-2-(-1)=-1.

Altsé er
3s+4 2 1 1

R(s)= s(s+2)(s+1) s

s s+2 s+41

Dette invers-transformeres ledd for ledd, og vi far fra tabellen at
f(t)=2-1-1.e* -1.e*=2-¢"'-€?.

Slik invers-transformasjon ma du beherske dersom du vil henge med videre. Prav deg derfor
pa Oppgave E3.1.

Denne teknikken fungerer fint sa lenge nevneren kun inneholder ulike, reelle fgrstegrads-
faktorer. Men hva skal vi gjgre dersom nevneren i F (s) ikke kan faktoriseres i ulike, reelle

farstegradsfaktorer? La oss farst se pa problemet med flere like farstegradsfaktorer.

3.3. Delbrgkoppspalting — flere like reelle fgrstegradsfaktorer.

Nar samme farstegradsfaktor opphgyes i n’te i nevneren, ma vi delbrgkoppspalte pa denne
maten:

P6) A, A . A

(s—a)" s-a (s—a) (s—a)"

Her er P(s) et polynom av lavere grad enn n. Eksemplet nedenfor viser hvordan dette
fungerer i praksis:

Eksempel 3.3: Beregn f (t)= L {F(s)} nér

1
F(s)=———.
(5) s(s+1)2
Lasning: Vi delbrgkoppspalter slik:
1 A B C  A(s+1) +Bs+Cs(s+1
F(s)=————5=—+ —+ = - )
s(s+1)° s (s+1) s+l s(s+1)
_ As? +2As+ A+Bs+Cs’ +Cs (A+C)s’ +(2A+B+C)s+A
s(s+1)° s(s+1)’

Dersom farste og siste brok skal vere like for alle verdier av s, ma vi ha at
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A+C=0
2A+B+C =0
A=1

Den gverste likningen gir na
C=-A=-1,

som innsatt i den midterste gir
B=-2A-C=-2-1-(-1)=-1.

Altsa er

1 1 1 1
F(s)= — -
(5) s(s+1)2 S (s+1)2 s+1

som ved hjelp av tabellen inverstransformeres til

f(t)=L"{F(s)}=1-t-e'-¢e".

I L3 i tabellen ser du at
|
L{tn} _ n!

n+l *

S

Bytt ut n med k —1, og invers-transformer. Da far du at

L{tkl}:(k—l)! - tklle{(k—l)!}

s s

Dette resultatet kan vi kombinere med Setning 4. Da far vi:
L { 1 }z 1 erga
(s—a)] (k=11

Disse to resultatene er fgyd til i tabellen.

Eksempel 3.4: Beregn f (t)= L {F (s)} nér

R(s)= (sjl)s |

Lgsning: Vi benytter formelen ovenfor med k =3. Da far vi:

-1 _A.1-1 1 _A. 1 '3—1—t: 2t
f()=L"{F(s)}=4-L {(s+1)4}_4 Gt A

Los Oppgave 3.2.
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3.4. Delbrgkoppspalting — andregradsfaktorer.

Dersom nevneren ikke kan faktoriseres i reelle farstegradsfaktorer, har vi to muligheter:

e Vi kan faktorisere i komplekse forstegradsfaktorer og invers-transformere til
eksponentialfunksjoner komplekse eksponenter, og deretter omforme ved hjelp av

e’ = cos(at) + jsin(at) .

o Eller vi kan bruke linje L6 — L9 i tabellen og invers-transformere til sinus- og cosinus-
funksjoner.

Vi foretrekker den siste metoden, og starter med et enkelt eksempel:
Eksempel 3.5: Beregn f (t)= L {F (s)} nér

35-8
I:(S):sz+4'

Lasning: Ta en titt i tabellen. Fra L7 i tabellen ser du at

Lt {sz izz } = cos(2t)

og fra L6 ser du at
2 .
L' ———t=sin(2t).
{SZ+22} ( )

Da vil det lgnne seg & splitte opp F(s) slik at disse to Laplace-transformene dukker opp:
3s-8 S 2
F(s)= =3 -4
() s+4 s?4+2° s?4+2°
=3-L{cos(2t)} -4 L{sin(27)}

slik at
f(t)=L"{F(s)} =3cos(2t)—4sin(2t).

Los Oppgave E3.3.

Sa tar vi et litt vanskeligere eksempel der vi har bade farste- og andregradsfaktorer i nevner:

Eksempel 3.6: Beregn f (t)= L {F (s)} nér
2
F(s)= S°+3s+12 .
(s +1)(s2 +4)

Lasning: Inspirert av Eksempel 3.4 praver vi en delbrgkoppspalting som inneholder bade

S >-ledd og “ledd:

s? + s? +

22
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s°+3s+12 A B S .. 2
(s+1)(sz+4) s+1 s% + 22 % + 22

F(s)=

A(S*+4)+Bs(s+1)+2C(s+1)  As? +4A+ Bs? + Bs + 2Cs + 2C
- (s +1)(s2 +4) - (s +1)(s2 +4)
(A+B)s® +(B+2C)s+(4A+2C)
(s+1)(s*+4)

Sammenlikning av koeffisienter i farste og siste brgk gir
A+B=1 (1)
B+2C =3 (2)
4A+2C =12 (3)

Dette likningssystemet kan Igses med for eksempel Gauss-eliminasjon. Det er imidlertid
enklere a lgse det dersom vi ser at (1) — (2) +(3) gir
5A=10 < A=2.

(1) gir da B=1-A=1-2=-1

(3) gir da C=6-2A=6-2-2=2.

Altsa er
s +35+12 2 s 2
F S): = — 1l o +2.
( (s+1)(sz+4) s+1 ~ s242? 52 4+ 22

(kontroller med kalkulator) slik at

f(t) =L {F(s)} = Ll{%}— Ll{szizz}”' Ll{szif}

=2e™' —cos(2t)+ 2sin(2t)

Los Oppgave 3.4.

Du har kanskje lagt merke til at hittil har andregrads-faktorene ikke inneholdt noe farstegrads-
ledd. Grunnen er at oppspaltingen og invers-transformeringen blir mye vanskeligere med
forstegradsledd, slik eksemplet nedenfor viser.

Eksempel 3.7: Beregn f (t)= L {F (s)} nér
2s+1
F(s)=—22
(5) s* +4s+13

Lgsning: Nevneren lar seg ikke faktorisere i reelle farstegradsfaktorer. For @ komme videre,
ma vi bruke L8 og L9 i tabellen, der nevneren er skrevet pa formen

(s—a)° + o’
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Vi omformer derfor nevneren slik:
s244s+13=52+4s+(4-4) —(4-4) +13=(s*+ 45+ 4)+9=(s+2)’ + 3.

For & kunne bruke L8 og L9 i tabellen praver vi denne oppspaltingen:
F(s) 2s+1 A S+2 B 3 _As+2A+3B

(s+2)" +3 (s+2) +3° (s+2) +3

Sammenlikning av koeffisienter i farste og siste brgk gir
A=2
2A+3B=1 & 3B=1-2A=1-2-2=-3 & B=-1

Altsa er
2s+1 5 S+2 1. 3

F(s)= =2
) $*+45+13  (542)°+3%  (s+2) +3

som invers-transformeres til

f(t)=L" {%} =2e7* cos(3t)—e ™ sin(3t).
+4s+

Vi avslutter med et "voksent” eksempel:

Eksempel 3.8: Beregn f (t)= L {F (s)} nér
—s* +6s* —s+10
F(s)=—7 :
s*(s* +2s+5)

Lasning: Vi ser at
s?+2s+5=5¢7 +25+1+4:(S+1)2 L 2E,

Vi prover derfor delbrgkoppspaltingen nedenfor:
_—5°+6s°-s+10 A B s+1 2

F(s)=

52(52+25+5) e s (s+1) +22 (s+1)" +22
A(s2 +23+5)+ Bs(s2 +2$+5)+C(S+1)s2 +2D-s?

s?(s* +2s+5)
_(B+C)s’ +(A+2B+C+2D)s’ +(2A+5B)s +5A

s*(s* +2s+5)

Sammenlikning av koeffisienter i farste og siste brgk gir

B+C=-1 (1)
A+2B+C+2D=6 (2
2A+5B=-1 (3)
5A=10 4)
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Vi far etter tur:

4)gir A=2.
(3)gir 5B=-1-2A=-1-2.2=-5 < B=-1.
(1)gir C=-1-B=-1-(-1)=0.

(2)gir 2D=6-A-2B-2C=6-2-2(-1)-2.0=6 < D=3.

Altsa er

—s® +6s52 —s5+10 1 1 2
F(s)= - =2 e
S(S +23+5) s° s (s+1)" +2

slik at bruk av tabell gir

f(t)=2t—1+3e" -sin(2t).

Las Oppgave 3.5.

3.5. Laplace-transformer med s som nevnerfaktor.

Til slutt vil jeg nevne en teknikk som kan komme til nytte nar nevneren inneholder s som
faktor. Vi tar utgangspunkt i Setning 3 fra forrige notat, som ser slik ut:

L{j;f(r)dr}:%p(s).

Vi invers-transformerer hele setningen. Da blir den seende slik ut:

Antaat F(s) har invers Laplace-transform f (t). Daer

L‘l{%F(s)}=I;f(r)dr

Vi bruker denne setningen til a lgse problemet i Eksempel 3.1 pa nytt.

Eksempel 3.9: Beregn f (t)=L*{F (s)} ndr
2

F(s)= ( )

s(s+1
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Lasning: Fra tabellen ser vi at
Lt {i} =2e".
s+1
Daer
L {li} = jtZe”dr = —2[e*]t =-2(e"-1)=2-2¢"
s s+1) Jo 0 '

Vi kan bruke setningen flere ganger etter hverandre, slik neste eksempel viser.

Eksempel 3.10: Beregn f (t)= L {F (s)} nér
1
F(s)=>——.
() s?(s+2)

Lasning: Vi vet at

Lt {—1 2} e,
S+

Da blir
L {%i}: Joetrdr=—2[e* ] == 2(e" 1) =2 (1-¢").

En gang til:

1 1 1 1 1 1 1 t
L71 —_— = Lﬁl —o — Z(1- -2t dr == L2
{SZ S+2} {s S(S+2)} J-oz( & ) v 2[7"‘29 L

:1 t+lefzt_o_1.l :Et_l_kle*zt
2 2 2 2 4 4

Far du samme resultat med delbrgkoppspalting?

Las Oppgave 3.6.

Na ber du teste dine kunnskaper med en liten samling blandede oppgaver.

Na som du kan Laplace-transformere og invers-transformere, har du det verktayet som skal til
for & lase mange typer differensiallikninger som du ofte kommer bort i. Du er ogsa Klar til &
studere transferfunksjoner og deres anvendelser i modellering og regulering av fysiske
systemer.

Men for & fa full nytte av denne teknikken, ma du innom Heavisides enhetssprang-funksjon
som gjer Laplace-transformen til et svart nyttig redskap i praktiske situasjoner der vi slar
signaler av og pa.
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