Forelesninger i Matematikk.

Lasing av differensiallikninger med Laplace-transform. Side4-1
. _________________________________________________________________________________________________________________________________________________________|

4. Lgsing av differensiallikninger.

Vi har tidligere sett hvordan vi kan bruke Laplace-transformen til & lgse differensiallikninger.
Vi skal na viderefare dette.

4.1. Laplace-transformen til den deriverte av en funksjon.

Farst ma vi videreutvikle Setning 2. Du husker sikkert at den var slik:

Av denne setningen falger:

Og slik kan vi fortsette.

Vi ngyer oss med a vise Setning 2b:

=g? _Y(S)_S.y(o)_dy_(())

Bevis for Setning 2c¢ kan du utfere selv i Oppgave 4.1.
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4.2. Lgsing av linegere differensiallikninger.

Vi skal na se hvordan vi gar fram for a lgse linezre n’te ordens differensiallikninger med
konstante koeffisienter. Legg merke til at teknikken fungerer like greit med homogene som
med inhomogene differensiallikninger, og at startverdier trekkes inn i lgsningen.

| eksemplene nedenfor skal vi ga ut fra at y er en funksjon av t, slik at y' betyr det samme

som 3—{ Dessuten skal vi for oversiktens skyld hoppe over detaljer i delbrgkoppspalting. Du

kan ga ut fra at delbrgkoppspaltingen utfgres med dataverktay.

Eksempel 4.1: Lgs differensiallikningen
y'—4y'+3y =2

nar
y(0)=1o0g y'(0)=0.

Lagsning: Vi Laplace-transformerer ledd for ledd, og far

L{y"}-4-L{y'}+3-L{y}=2-L{1}

S (5Y(5)-5(0)- ¥'(0) - 4(s-Y(9)- ¥(0)) +3¥(5) = 2+
= (32—4s+3)Y(s)_s.1_0+4.1=§

= (sz—4s+3)Y(s):§+s—4=2+S:_4S

o v Stz 2111 11

Dette invers-transformeres til
2 1 4 1.,
f)]=——=e +—¢".

y() 3 6 2

Eksempel 4.2: Lgs differensiallikningen
y"+3y'+2y=¢e"

nar
y(0)=-2 og y'(0)=3.

Lgsning: Vi Laplace-transformerer ledd for ledd, og far

L{y"}+3-L{y}+2-L{y}=L{e"}
e (s (s)—s-y(0)-y'(0))+3(s-Y(s)-y(0))+2Y (s)=—
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< (s2+3s+2)Y(s)—s-(—z)—3—3-(—2)=i
s+1
f— f— — 2_ fa—
- (SZ+3S+2)Y(S): 1, 5. 1L 25(s+1)-3(s+1) 25" 552
s+1 s+1 s+1
f— 2_ —
= Y(s) 28" —5s -2 1 2

:(s+1)(sz+33+2) B (s+1)° s+1

Dette invers-transformeres til
y(t)=t-e'—2e"' =(t-2)e".

Eksempel 4.3: Lgs differensiallikningen
y"+4y=5e"

nar
y(0)=1o0g y'(0)=1.

Lgsning: Vi Laplace-transformerer ledd for ledd, og far

L{y"+4-L{y}=L{5e"}

. L
s?Y (s)-s-y(0)- y'(0))+4y(5):_

"}
e : 2
s+1
5
244)Y(s)-s-1-1=—+
e (sP+4)Y(s)-s e
2
- (52+4)Y(S)=i+s+1:5+S(S+1)+1(S+1)=S +25+6
s+1 s+1 s+1
s +25+6 1 2

< Y(s)

= = ¥
(s+1)(s2 +4) s+1 §2+22

Dette invers-transformeres til
y(t)=e" +sin(2t).

Na er det din tur med Oppgave 4.2.

4.3. Lgsing av system av lineaere 1l.ordens differensiallikninger.

Vi kan ogsa bruke Laplace-transform til a lgse system av lineare 1.ordens differensial-
likninger med konstante koeffisienter, slik neste eksempel viser. Legg merke til at eksemplet
er et system av inhomogene likninger med startbetingelser, som er temmelig kronglete a lgse
med vanlige metoder.
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Side 4 - 4
Eksempel 4.4: Lgs differensiallikningene

dx
=-2X 2e" 1
dt i )

dy

=L —x—2y+3t 2

a7 @)
nar

x(0)=y(0)=0

Lasning: Vi Laplace-transformerer begge likningene:

s X(8)=X(0) = -2X(5) +Y(5) +2-
5-Y(5) - ¥(0) = X(5)-2Y(5) +3-

Setter inn x(0) = y(0) = 0, og ordner:

)=
(s+2)X(s)-Y(s)=—= (1)

s+1

_x(s)+(s+z)v(s)zsiz @)

Dette er et likningssett med X (s) og Y (s) som ukjente. Dersom likningssettet skal lases for

hand, kan det veere mest naturlig a bruke addisjonsmetoden: Vi multipliserer siste likning med
(s+2) og legger sammen. Da far vi:

~Y(s)+(s+2)°Y(s) = —+—

2
s+1 (5+2)
(5% + 45+ 3)Y(s) = 25 +3(s+2)(s+1)_532+93+6
s?(s+2) ~ s¥(s+1)
2
Y(s) = 5s° +9s+6 2 51 1 1 2 1

= + + +—-
’(s+1)(s* +4s+3) s° 35 (s+1)° s+l 3 s+3

Invers-transformering gir
y(t)=2t-2+t-e"+e'+2e™

Vi kan na gjenta prosessen for a finne x(t). Men siden vi kjenner y(t) , er det lettere &
benytte (2), som omformes til

x(t) = 1 2y(t) -2t

dy
=(2+(1-e" -t-e)-e" +2(-3)e™ )+ 2(2—S+t-e +e + 26 ) -3
=2+e'—tet—et =2 +4t-L 42t e+ 20 + 40 -3t
=t-4+t-e"+2e7" -2
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Dersom du er flink med matriseregning, eller har dataverktgy som regner matriser, kan det
vaere mer attraktivt & lgse likningssystemet (1) og (2) med matrisemetoder. P4 matriseform
blir likningssystemet:

2
s+2 1] X(s)| |s+1
-1 s+2|lY(s)| | 3
2
som har lgsningen
2 2s° +4s* +3s+3
X(s)] [s+2 -1 T. s+1| | s2(s+1)*(s+3)
Y(s)] [ -1 s+2 3 5s* +9s+6
s* $?(s+1)°(s+3)
1 41 2 1 1 2
2 a < a + T
s 3 s 35s+3 (s+1)° s+1
12 51 2 1 1 1
2 3t El 7+
s 3 s 3 s+3 (s+1) s+1

Invers-transformering gir na samme resultat som far. Her er bade matriseregningen og
delbrgkoppspaltingen gjort med dataverktay.

Til slutt tar vi et eksempel som er kronglete a lgse med tradisjonelle metoder.

Eksempel 4.4: Lgs likningssystemet

1
] = |=1
x+x+2y
1
vl ] =0
2x+y+y

nar

x(0)=y(0)=0

der x og y begge er funksjoner av t.

Lgsning: Vi Laplace-transformerer begge likningene, og far:
1

(5 X(5) - X(0)+ X(5) + 5 (5-¥(5)- ¥(0)) =
1

E(s- X(s)—x(0))+(s-Y(s)— y(0))+Y(s)=0

Innsetting av x(0) = y(0) = 0 og ordning gir
(s+1)X(s)+%s~Y(s):% 1)

5 X(9)+(5+)Y(5) =0 @
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Dette likningssettet kan for eksempel lgses ved & finne Y(s) fra (2) og sette inn i (1):
s- X(s)

Y(9)= 2(s+1)

1 3 1
S+2 2 35s+2

11 1 1 1

s 2 s+2 2 s+3

der delbrgkoppspaltingen er gjort med dataverktay.

Invers-transformering gir na
1, 1 -4
X(t)=1-Ze™* -Ze 3.

2 2

S& ma vi finne Y(s):
s-X(s) s 4(s+1) -2
)=o) 20510 S(3 S
s(3s +85+4) 3s?+8s+4
1 1 3 1 1 1 1 1

Y(

2 s+2 2 35+2 2 s+2 2 s+2

Invers-transformerer:

Las Oppgave 4.3.

Du innser forhapentlig at siden Laplace-transformen omformer differensiallikninger til mer
velkjente algebraiske likninger, kan metoden brukes til & lgse differensiallikninger og system
av slike likninger som kan vare temmelig kronglete a lgse for hand med andre metoder. Men
skikkelig moro blir det fgrst nar vi tar i bruk sprangfunksjonen til 2 modellere funksjoner med
tidsforskyvning.
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