Forelesningsnotater i matematikk.

Komplekse tall. Side 1
1. Innledning.
Nar du lgser likningen
X +2x+2=0,
far du
248 :—212J71=_1iﬂ_

2 2
Og da sier du kanskje: "Negativt tall under rottegnet, ingen lgsning."

Men det fins situasjoner hvor vi ma kreve at slike likninger har lgsning (bare vent til du
kommer til andre ordens differensiallikninger). Dette dilemmaet lgser vi slik:

I mange sammenhenger, f.eks. innen elektroteknikk, benyttes j istedenfor i som symbol for
den imaginare enheten.

For & kunne bruke den imaginzre enheten til noe, ma vi gjere en dristig antakelse:

Jeg skal ikke begrunne denne pastanden. Men den viser seg (heldigvis) & vere korrekt.
Av definisjonen pa i far vi nd sammenhengen

Og na kan du lgse den likningen som du startet med. Du far lgsningene

X=-1+-1=-1+i.

Disse lgsningene er eksempler pa et komplekst tall.
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Forelesningsnotater i matematikk.
Komplekse tall. Side 2

Lasningene av andregradslikningen bestar altsa av to komplekse tall som har samme realdel,
mens imaginardelen har motsatte fortegn. To slike komplekse tall kalles kompleks
konjugerte. To kompleks konjugerte tall skrives henholdsvis z og z* (eller 7).

Dersom z = x+iy, er den kompleks konjugerte z*=x—1iy.

Oppgave 1.1, 1.2.

2. Regneregler for komplekse tall.

| innledningen pasto vi at komplekse tall fglger de samme regneregler som reelle tall, Dette
gjer det enkelt & addere og subtrahere komplekse tall. Vi samler realdelene for seg, og
imaginardelen for seg slik eksemplene nedenfor viser.

Eksempel 2.1:
Gitt de to komplekse tallene z, =2+3i 0og z, =4-1.

Regnut z, +z, og 3z, -2z, .

Lesning: 2,+2,=(2+3i)+(4-i)=(2+4)+(3i—i)=6+2i.
32,—22,=3(2+3i)-2(4—i)=6+9i —8+2i = —2+11i.

Multiplikasjon av komplekse tall er litt verre. Men hvis du husker at i*> = -1, gar det bra:

Eksempel 2.2:
Gitt de to komplekse tallene z, =1+3i og z,=2—1i. Regnut z,-z,.

Lasning:
z?-z2 =(1+3i)-(2—i)=1-2+1-(-i)+(3i)-2+(3i)-(-i)=2—i +6i - 3i°
:2+5i—3-(—1)=5+5i

Sa var det divisjon. Da far vi bruk for denne sammenhengen:

2

ﬂ‘z(x+iy)~(x—iy):x2—(iy)2 =x*—(-1)y
:x2+y2

Vi ma ta et eksempel for & se hvordan dette fungerer.
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Forelesningsnotater i matematikk.
Komplekse tall. Side 3

Eksempel 2.3:
Gitt de to komplekse tallene z, =2-3i og z, =3+1i. Regn ut i.

Z,

Lesning: Trikset gar ut pa & multiplisere teller og nevner med z, *:
z, 2-3i (2-3i)-(3-i) 6-2i-9i+3i* (6-3)+i(-2-9) 3 11.

s =
z, 3+ (3+i)-(3-i) 9 9+1 10 10

Oppgave 2.1.

Likninger med komplekse tall lgses vanligvis etter samme prinsipper som likninger med
reelle tall, men ved hjelp av regnereglene ovenfor slik eksemplet nedenfor viser:

Eksempel 2.4: Lgs likningen
217 —1+-3| 13
Z+2i

Lgsning: Multipliserer begge sider av likningen med z + 2i, og far

22 -1+3i=(1-3i)(z+2i)=z+2i-3zi - 6i’ =2 —-3zi + 2i + 6.
Samler alle z-leddene pa venstre side:

22—-27+32i=1-31+2i+6

(1+3i)z=7-i
,_7-i_ (T-D)(-3) 7-21i-i+3° _4-22i 2 11
143 (1+3i)(1-3i) 1+9 10 5

Dersom likningen inneholder bade z og z*, ma vi benytte andre metoder. Vi trenger da denne
setningen:

La z, =X, +1y, og z, =X, +1y, veere to komplekse tall.
Da definerer vi likhet slik:
4, =1,
0
X=X% N N=Y,

Eksempel 2.5: Lgs likningen
22+3-3i=2*-32-1+3i.

Lgsning: Farst ordner vi sa godt vi kan:
22—-2*+3z=-3+3i—-1+3i
52 - 7*=-4+6i
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Forelesningsnotater i matematikk.
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Sa setter vi inn z=x+1iy og z*=x—iy, og far:
5(x+iy)—(x—iy)=—4+6i
5X + 51y — X+ 1y = -4 +6i

4X + 61y = -4+ 6i
Av definisjonen pa likhet far vi na:
Realdelen: 4x=-4 & x=-1.
Imaginerdelen: 6iy=6i < y=1.

Altsder z=x+iy=-1+i.

Oppgave 2.2.

3. Det komplekse planet. Polarform.

Reelle tall kan avmerkes pa ei vanlig tall-linje. Komplekse tall kan avmerkes i det komplekse
plan. Dette bestar av en reell akse der realdelen av z avmerkes, og en imagineer akse der
imaginzrdelen av z avmerkes. Disse aksene star vinkelrett pa hverandre.

Eksempel 3.1: Tegn inn disse komplekse tallene i det komplekse planet:
z,=3+2i z,=-1+3i z,=—4-2i z,=4-1.

Lasning:

2, =-1+3i 3_A_ Im P& figuren til venstre ser du et komplekst
_ plan der de fire komplekse tallene er
z,53+2 tegnet inn:
z,=3+2i

z,=-1+3i

I -
3 4 Re z,=—4-2i
z,=4-i

Nar et komplekst tall z er avmerket i det
komplekse planet, kan tallet framstilles pa en
annen mate. Vi kan oppgi avstanden R fra punktet
til origo, og vinkelen @ mellom den reelle aksen

y =Rsing M et : ;
og linja fra origo til punktet. Se figuren til venstre.

Re R kalles modulus til z.
X =Rcosé 0 kalles argumentet til z.
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Komplekse tall. Side 5

Av figuren ser du ogsa disse sammenhengene:

Xx=Rcosé y=Rsinéd

x> +y?=R? tané =

> |<

De to gverste likningene gir na:

z=x+iy=Rcosd+iRsind=R(cosd +ising)

Det komplekse tallet z er na pa polar form (kalles ogsa trigonometrisk form).

Eksempel 3.2: Skriv det komplekse tallet
z=1-i
pa polar form.

Lasning: R? = x2 4 y2 =1 +(_1)2 _2 = R=42
Alm fordi R ma veere positiv.
—> tanezlz_—lz—l = 0=-1ir
o L Re x 1
! fordi z ligger i 4. kvadrant. Altsa er
R 7 z=/2(cos(~17)+isin(-1r)).

Legg merke til at tallet
z, =-1+i

0gsd far R, =~/2 og tan#, = 1. Men z, ligger i 2. kvadrant slik at 6, = ¢ . Derfor blir

7, =/2(cos(37)+isin({r7)).

Nar du omformer tall fra standardform til polar form, bar du alltid lage en tegning. Ellers er
det lett & bruke en argumentvinkel som er 180° feil.

Oppgave 3.1, 3.2.

4. Eksponentiell form. Eulers formel.

Vi far na bruk for en sammenheng som kan virke temmelig merkelig. Sammenhengen kalles
Eulers formel. Et bevis forutsetter at du behersker Taylor-rekker, og er dyttet ut i et vedlegg.

Her er Eulers formel:
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Komplekse tall.

e’ =cos@+isiné

Dette betyr at du kan skrive

z=R(cos@+ising)=R-e"

Dette er den eksponentielle formen for et komplekst tall.

Eksempel 4.1: Skriv disse komplekse tallene pa eksponentiell form:
a) z=1-i b) z=—/3-i

Lasning:
a) Fra eksempel 3.2 vetviat z=1—1i har R=+/2 og @ =—57.

Altsder z=1—i=+/2e7" .

A
b) 9f4ﬂl¥ R=Jtﬂ@f+{—ﬂzz 3+1=
:—:\/§ | / s > tand — —1_1\/§ g=1
-2 I, -1 1 Re an —_—3 —5 = = ﬁ
E fordi z ligger i 3. kvadrant. Altsa er
L~ ————————~ 1+ z=2e"

Oppgave 4.1, 4.2.

1IN

Side 6

Noen slike sammenhenger er sapass enkle at de virker helt merkelige, for eksempel disse:
i=e™  fordi det komplekse tallet z=0+1i har modulus 1 og argument 6 =37

~1=e" fordi det komplekse tallet z =—1+0i har modulus 1 og argument & = r.

“i=e?™  fordi det komplekse tallet z=0-1i har modulus 1 og argument 6 =37

Et komplekst tall endrer ikke verdi dersom argumentvinkelen gker med 27, eller 4z, eller

67, eller... Generelt har vi at:

0£n-2z

' = ' ®*"27) der n er et helt tall.

Oppgave 4.3.
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Vi har tidligere sagt at de vanlige regnereglene for reelle tall ogsa skal gjelde for den
imaginzre enheten i. Men da ma ogsa potens-regnereglene gjelde for komplekse tall. Dette gir
oss flere nyttige regler:

Vi har to komplekse tall z, =Re" og z, =R,e":.

Da blir:

z,-2,= R1 .ei'91 . R2 .eie? = R1 . R2 .ei('91+'92)
4 _R-e* R aa
z, R,-e” R,

7" =(R .eie)n —R" .ei-ne

Litt upresist kan vi si at:

e Vi multipliserer to komplekse tall ved & multiplisere deres modulus og addere deres
argumentvinkler.

e Vi dividerer to komplekse tall ved & dividere deres modulus og trekke argumentvinklene
fra hverandre.

Eksempel 4.2: Du har de to komplekse tallene
zlzl—i\/§ og 22:—\/§+i.

. z . o o - .

Finn z,-z,, -~ og z° pa standardform ved & ga veien om den eksponentielle formen.
Z2

Lgsning: For z, fér vi:

R =12 +(~V3) =2
3
1

fordi z, ligger i 4. kvadrant. Da blir

tan g, = = 6=-ir

3

7, =20
For z, far vi:

R,=2, tané, =_—\1/§ = 0,=37
fordi z, ligger i 4. kvadrant. Da blir

gﬂl

z,=2¢

Altsd er
—%ﬂi %n'i —%ﬁiJr%ﬂi %ﬂi -
2,-7,=2e 7 -2e" =4e =4e” =4i.
14
Zl Ze & —%ﬂ'i—%ﬂ'i

22 Ze%m

=e " =cos(Lx)+isin(lz)=—-3v3-1i.
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Oppgave 4.4.

Vi kan ogsa utlede disse sammenhengene:

| Oppgave 4.5 0g 4.6 skal du prgve a utlede disse formlene selv.

Oppgave 4.7.

5. Hvordan trekker du rgtter av komplekse tall?

Nar vi skal trekke rgtter av komplekse tall, starter vi med & overfare tallene til eksponentiell
form. Her ser du framgangsmaten for a trekke kvadratrota av et komplekst tall:

Start med 4 skrive tallet p& formen z = R-e” . Deretter trekker du kvadratrota slik:

Ji=7 =(R-e6’i)% =R -¢" =R (cos4 +isin?) .

Noe forenklet kan vi si at du trekker kvadratrota av modulus og halverer argumentvinkelen.

Men du far faktisk en lgsning til. For du kan jo addere 27 til argumentet uten at z endrer
verdi. Men +/z endrer verdi:

V7~ (R} Rl (R e R (1)

=—JR(cos£ +isin%)
Altsé har vi at:

Legg merke til at nar du trekker kvadratrota av et komplekst tall, far du alltid to verdier med
motsatte fortegn.
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Forelesningsnotater i matematikk.

Komplekse tall. Side 9
Lasning: N Definerer z =—1+i+/3, og skriver z p& eksponentiell form:
2__Im 5 2
A 5 R=,/(-1) +(+3) =2.
|
i A tan 6 =£i = 0=27
| _ 37
. R \6\ fordi —1+i~/3 ligger i 2. kvadrant. Altsa er
| -
: z=2¢e"
-1 0 1+>Re Da er

J-1+i/3 = i(ZG%”i )é —+2.e"" = i\/i(cos(%zr) + isin(%;z)) = i\/E(%-i- i %\@)

Noen ganger kan det lgnne seg a bruke formlene for sinus og cosinus til halve vinkler:
1+cosé . 1-cosd
cos(4) =+ , sin(4) =+ .
2 2
Eksemplet nedenfor viser en anvendelse:

Eksempel 5.2: Beregn +/—3+4i .

Lasning: Vi tegner inn z=-3+4i i det komplekse planet, og ser at
Al
Z :§t_4i___11__m R=(-3)"+47 =\/9+16 =
Da blir
i cosf =2

“\9\ coS(%):\/m:\/@:

T »

|
i
i 24 slik at
|
|
|
|
|

D S
Il
o] 4> &"“

T Re
1-(—3
sm /1 cose ( 5) 2 .
5
Vi bruker positivt fortegn pa bade cos(;) 0g sm(%) fordi vi ser av figuren at 4 blir liggende

i 1. kvadrant. Dermed har vi at

V7 =+R(cos(£) +isin(£)) = i\/g(

ap

5

+i-£j=i(1+ 2i).

Oppgave 5.1.
Du lgser andregradslikninger med komplekse koeffisienter med den velkjente formelen for

lgsing av andregradslikninger. Deretter finner du kvadratrota av et komplekst tall pa vanlig
mate, slik eksemplet nedenfor viser:
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Eksempel 5.3: Lgs likningen
2°+2iz-1-i=0.

Lasning: Du bruker den velkjente formelen:

(@) ~a(A-) _ oieAar A _2ieVE_ L, o

2 2 2
Men

Vi= J_r(e%”i )é = 6™ = +(cos(1r) +isin(17)) = +(3V2 +i-142),
slik at
z=-i+(3J2+i-142).

De to lgsningene blir da:

2, =32 +i(-1+142) 0g 2, =—4J2+i-(-1-142).

Merk at lgsningene ikke er kompleks konjugerte.

Oppgave 5.2.

Du kan ogsa trekke n-te rot av komplekse tall. Framgangsmaten er slik:

3. Du far n lgsninger. Overfgr disse til standardform.

1. Overfer tallet til formen z=R-e®™ m=01, .. n—1.

2. VE=z%=(R«ﬂ“””ﬂ TG e T

Side 10

La oss se naermere pa hva som egentlig star her. La oss trekke 5. rot (n = 5) som eksempel, og

spesielt holde gye med argumentvinkelen.
AlM

Alm

6,=16.

6,=16+12x.

argumentvinkelen.
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S& setter dum = 1. Da far ¥/z en argumentvinkel

Du legger altsd ¢ av et helt omlgp til den forrige

\ Vi starter med z=R-e", d.v.s. at z har argumentvinkel 6.
%

Farst setter du m = 0, slik at 3/z far en argumentvinkel
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Neste gang setter du m = 2. Da far du
0,=20+%-4r=20+% 2r,
slik at du legger til en ny femdel av et helt omlgp. Og slik fortsetter det oppover.

Men ndr m =5, er det slutt. For da blir 6, =10+ 227 =$0+ 27 . Og denne argument-
vinkelen gir jo samme z-verdi som g, =16 .

Dette systemet far du uansett verdi av n. Vi sammenfatter:

Losning: Definerer z=—1=e" . De tre verdiene av 3-1 blir na:
2, =(e" )% =" =cos(1x)+isin(iz)=1+i-143.

(%n+%~2n)i

z,=¢ =e" =-1.
Lz42.27)i 5i .. -
7, =g 32 _ g =cos($7z)+isin(27)=1-i-14/3.
Oppgave 5.3.

6. Algebraens fundamentalteorem.

Takket vaere de komplekse tallene kan vi na bevise en setning som er sa sentral at den har fatt
betegnelsen algebraens fundamentalteorem:

Merk at koeffisientene c,, c,, ..., ¢, kan vaere komplekse tall.
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Vi skal ikke gjennomfare beviset her.

Av dette teoremet falger direkte:

Enhver n'tegrads likning har n lgsninger.

Noen av disse lgsningene kan riktignok veere like. Dersom likningen har q like lgsninger, sier
vi at denne lgsningsverdien har multiplisitet g.

Videre kan vi vise:

Dersom en n’tegrads likning bare har reelle koeffisienter,
er lgsningene enten reelle eller kompleks konjugerte par.

Oppgave 6.1.

Jeg kan godt forsta det hvis du synes at komplekse tall er noen merkelige greier. Men du skal
snart se at komplekse tall er svaert nyttige, for eksempel nar vi skal lgse differensiallikninger.
Dessuten er faktisk komplekse tall et nyttig hjelpemiddel innenfor mange tekniske fag, ikke
minst innenfor elektroteknikk. Jeg vil imidlertid ikke ta opp slike anvendelser her.

De mest avanserte kalkulatorene kan regne med komplekse tall. Dersom du har en slik

kalkulator, kan du f& merkelige resultater som for eksempel at In(=2) =In2+ 7i stikk i strid
med var fasttemrede oppfatning om at det er umulig a ta logaritmen til negative tall. Vi kan
ogsa fa sinus- og cosinus-verdier som er stgrre enn 1 eller mindre enn -1. For eksempel gir

min kalkulator at arcsin2 =27z —1In (\/5 + 2)i . Jeg har laget et lite notat om komplekse

argumenter i funksjonsuttrykk der nysgjerrige studenter kan finne forklaringen pa disse
raritetene.
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