Forelesningsnotater i matematikk.
Bruk av integrasjon. Beregning av treghetsmoment. Side 1

6. Beregning av treghetsmoment.

6.1. Definisjoner.
Farst de grunnleggende definisjonene:

Moment-
akse La en liten punktformet partikkel med masse m ha en avstand r fra en akse.
7 Da er denne partikkelens treghetsmoment om aksen definert ved
o l=m-r2.

Aksen kalles gjerne for momentakse.

Vi kan tenke oss at et legeme bestar av mange slike partikler. Da far vi:

Dersom et legeme bestar av n partikler der partikkel nr i har masse m, og avstand r. fra en
momentakse A, er legemets treghetsmoment om denne momentaksen

n
2
L= mr?.
i=1

Legg merke til at treghetsmomentet er ikke en egenskap ved et legeme slik for eksempel
masse er. Treghetsmomentet avhenger av legemets posisjon i forhold til momentaksen.

| praksis er det vanligvis ikke mulig a foreta en summering slik definisjonen ovenfor angir. Vi
benytter heller integrasjon. Da antar vi at legemet er bygd opp av smabiter, der en bit med
masse dm har avstand r fra aksen. Da far vi:

Treghetsmomentet til et legeme om en akse A er
l, = I r’dm
der r er avstanden fra et masse-element dm til aksen A, og integrasjonen tas over hele legemet.

Denne definisjonen farer til at vi generelt ma integrere i rommet, noe som krever kjennskap til
trippelintegral. Vi skal imidlertid begrense oss til spesielle situasjoner der vi klarer oss med
vanlige enkelt-integral. Vi skal ogsa se pa et par hjelpesetninger som vil forenkle beregningen
av treghetsmoment.

6.2. Treghetsmomentet for en linje i et plan.

Vi skal na beregne treghetsmomentet for et legeme som kan betraktes som en tynn linje i et
plan. Vi skal la momentaksen sta vinkelrett pa legemets plan. Vi skal forutsette at det tynne
legemet er homogent, noe som bl.a. innebzerer at tettheten er konstant. For et slikt legeme er
det naturlig a uttrykke tettheten i kg/m. Dersom legemet har lengde L og masse m, og Vi
plukker ut et tilfeldig lite element med lengde ds og masse dm, er tettheten
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m dm m
p=—=— <& dm=—ds.
L ds L
Da blir treghetsmomentet om en akse vinkelrett pa legemets plan

m m
I =| rP’dm=| r’—ds=—| r°ds
J rtam=[ r*Fos=f
der r er avstanden fra aksen til et bue-element ds, og vi integrerer over hele legemet.
Eksempel 6.1: Finn treghetsmomentet for en tynn stav med lengde L og masse m om disse
aksene:

a) Aksen star vinkelrett pa staven gjennom stavens ene ende A.
b) Aksen star vinkelrett pa staven gjennom stavens midtpunkt C (stavens massesenter).

Lasning:
a) Situasjonen er illustrert nedenfor:

A -
dx L X

Her er dx et lite masse-element pa staven, mens x er avstanden fra masse-elementet til
aksen. Da blir treghetsmomentet om aksen gjennom A:

LY e H VL ERVCH LIS WL B
IA_LIonX_L [3X:|o_|_ s =5smL".

b) Situasjonen er illustrert nedenfor:

Na blir treghetsmomentet om aksen gjennom C:

= Tl T T, =T (1) =gt

Vi skal senere vise at nar vi kjenner treghetsmomentet til et legeme om legemets massesenter,
kan vi bruke Steiners setning (parallellakse-setningen) til a finne legemets treghetsmoment
om enhver annen akse parallell med aksen gjennom massesenteret.

Neste eksempel er adskillig mer komplisert, og inneholder en integrasjonsteknisk finesse.

Eksempel 6.2: Finn treghetsmomentet for en tynn ring med radius R og masse m om en akse
langs en diameter.

Lasning: Vi vet at lengden av ringen er L =2zR . Sa plasserer vi ringen med sentrum i origo
som vist pa figuren til venstre nedenfor, og bruker y-aksen som momentakse.

Vi plukker ut et lite bue-element ds. Na blir integrasjonene enklest dersom vi benytter

vinkelen @ som integrasjonsvariabel. Av figuren ser vi at x = Rcos@. Videre vet vi at nar
vinkler males i radianer, blir
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ds d@zﬁ < ds=R-df.
I R
' Da far vi:
:d9 m po-2z m p2z 2
. | =— X ds:—j (Rcos®) -Rd6
o, | L Je=0 27RO
2
MR " cos? 0dg
2 Y0
Integralet lgses enklest nar vi husker at
cos(20)=2cos’0-1 < cos’f=31+1cos(26).
Da blir
mR? ¢z, mR? c2z ., mR*-, . 2
== jo cos 00 =—~ jo (5+5cos(29))d¢9_Z[50+5-53|n(29)]o
2 ) ) R2
:rrzli (%-27[—%-0+%-Sln(47r)—%-3|n0):rgﬂ - =1mR?
Oppgave 6.1.

6.3. Treghetsmoment for plant legeme.

For et plant legeme (ei flate) er det naturlig & uttrykke tettheten i kg/m?. Dersom legemet er

homogent, blir tettheten
_m_dm
P=A T A
der m og A er flatas masse og areal, mens dm og dA er masse og areal til et lite flate-element.
Da blir treghetsmomentet om en akse A gitt ved:

IA=_|' rzdm:j rz(%dA]:%I r’dA

der r er avstanden fra flate-elementet til aksen, og vi integrerer over hele flata.

dm="ga
A

Vi skal i fgrste omgang begrense oss til et spesialtilfelle: Flata avgrenses av grafene til to
funksjoner y, = f,(x) og y, = f,(x), og av de to rette linjene x=a og x=b. Dessuten skal

vi la y-aksen veere momentakse. Se figuren nedenfor til venstre.

N fo(X) Her merker vi oss at det skraverte flate-elementet med

(R ) N bredde dx og hgyde h =y, —y, har avstand x fra y-
r=x aksen og areal
R rY2- Y1 dA=h-dx=(y, -y, )dx.
/ Hvis y, >y, nar a<x<b, blir flatas treghetsmoment
X —v =2 f.(x)  omy-aksen
- N X> Iy:%j:rszz%J‘:xz(yz—yl)dx
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Eksempel 6.3: Finn treghetsmomentet til en rettvinklet trekant om en av trekantens kateter.
Ny Lasning:
b Setter at trekantens kateter har lengder a og b. Plasserer trekanten

I et koordinatsystem som vist til venstre. Da avgrenses trekanten
av koordinataksene og grafen til den rette linja

X y:—gx+b.

Arealet av trekanten er A= %ab .
Treghetsmomentet om y-aksen blir

y:mj';xz(y—o)dx:—j (——x+bjdx——(——_|' x3dx+bj xzdxj
:%[—g[%x“] +b[ 4 3] j 1ab(——-a4+%-a3j=—ma2

[

(2]

Hittil har vi kun sett pa treghetsmoment om y-aksen. Men vi kan finne treghetsmoment om x-
aksen pa samme mate.

Oppgave 6.2. (Du far bruk for resultatene i neste oppgave).

Dersom vi kjenner treghetsmomentene for ei plan flate som ligger i xy-planet om bade x- og
y-aksen, kan vi finne treghetsmomentet for flata om en akse som star vinkelrett pa planet
gjennom origo ved hjelp av setningen nedenfor:

Setningen om det polare treghetsmomentet:
Et plant legeme plasseres i xy-planet. Treghetsmomentene om x-aksen og om y-aksen kalles
henholdsvis I og I,. Da blir treghetsmomentet om en akse vinkelrett pa det plane legemet
gjennom origo

=1 +1,.

Bevis:
Figuren viser et plant legeme som ligger i xy-planet.
Avstanden fra origo til et massepunkt m; er r;. Av

figurenserviat r> =x*+vy.’.
Da blir treghetsmomentet til det plane legemet om z-
aksen

1, :Zmiriz :Zmi(xi2 + yiz)
=y mx 4> my’ =1, +1,

Nedenfor ser du et eksempel pa bruken av denne setningen.

Eksempel 6.4: Finn treghetsmomentet til en rettvinklet trekant om en akse vinkelrett pa
trekanten gjennom katetenes skjaringspunkt.
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Lasning:
5 4 Fra Eksempel 3.1 vet vi at treghetsmomentet for trekanten om y-
2 - - -
aksener |, =¢ma®. En ombytting av x- og y- aksene gir direkte
at treghetsmomentet om x-aksen ma blir 1, = <mb?. Da blir
! treghetsmomentet om z-aksen (en akse vinkelrett pa planet
gjennom origo)
I, =1,+1, =tmb’ +ima’ =im(a’+b?)=L1ml?
0 a x . . . o
der den siste omformingen fglger direkte av Pytagoras.
Oppgave 6.3.

6.4. Treghetsmoment for rotasjonssymmetrisk legeme.

Vi skal igjen forutsette at legemet er homogent, slik at tettheten p er gitt ved
_m_dm dm ="qv
vV o dv Vv
der m er massen og V er volumet til legemet. Da blir treghetsmomentet til et romlegeme om
en akse A gitt ved

m m
I, = rPdm=| r?| —=dV |=—]| r?dV
o= ram=] [ Dov |- 0
der vi ma integrere over hele legemet. Generelt vil det kreve et trippel-integral. Men noen
ganger kan vi klare oss med vanlige integral. Dette gjelder spesielt hvis legemet er rotasjons-

symmetrisk og symmetriaksen er momentakse. Da kan vi beregne treghetsmomentet ved hjelp
av sylinderskallmetoden som du forhapentlig kjenner fra far.

r 4
Q J/Q
f(ﬁ
r=x h=f|(x)-g(x)
0 a b X
p/\ch )(\

For sikkerhets skyld skal vi repetere hovedtrekkene. La ei flate i xy-planet vaere avgrenset av
grafene til de to funksjonene y, = f (x) og y, = g(x), linjene x=a og x =b slik figuren til
venstre ovenfor viser. Jeg skaffer meg et rotasjonslegeme med y-aksen som symmetriakse ved

a rotere denne flata om y-aksen. Linja PQ som har avstand x fra aksen skaper da ei sylinder-
flate med areal

A=2zx-h=2zx(f(x)-g(x)).
Utenpa denne sylinderflata legger vi et tynt sjikt med tykkelse dx. Da far vi et sylinderskall
med volum

dV = A-dx=27zx-(f(x)-g(x))-dx
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slik at treghetsmomentet til hele legemet om y-aksen blir
l, = Ix=bx2 -dm :gj.:_::xz ¥\, :gj-:x2 -27zx( f(x)—g(x))dx

X=a

_2zm b g

= )X (f(x)—g(x))dx

Noen ganger ma vi ogsa finne volumet til legemet. Det gjer vi ogsa med sylinderskall-
metoden:

V= I:sz( f(x)—g(x))dx.
Innsetting og forkorting av 2z gir na at treghetsmomentet om y-aksen blir
.[:x3( f(x)-g(x))dx
I:x(f(x)—g(x))dx .

Il =m

y

Prav selv a sette opp formel for treghetsmomentet om x-aksen nar x-aksen er symmetriakse!

Eksempel 6.5: En rett sylinder har hgyde h og sirkelformet radius R. Finn treghetsmomentet
til denne sylinderen om symmetriaksen.

Lasning: Vet at volumet av en sylinder er V = zR*h . | formelen for treghetsmoment settes
f(x)=h og g(x)=0, og vi far at treghetsmomentet om y-aksen blir

27m b 27m R 2m R
Iy :T . XS( f (X)_ g(x))dX: ﬂ_RZhJ.O Xs(h—O)dX: th . hJ.O X3dX
2m R 2m
~REL i) g AR AR

Eksempel 6.6: En rett kjegle har hgyde h og sirkelformet radius R. Finn treghetsmomentet til
denne kjeglen om kjeglens symmetriakse.

Lasning: Vet at kjeglen har volum V =1 zR*h. Kjeglen framkommer nar flata avgrenset av

koordinataksene og grafen til den rette linja y = —%x + h roterer om y-aksen (se figur til

Eksempel 3.1). | formelen for treghetsmoment settes da f (x) = —%x +h og g(x)=0, 0g vi

far at treghetsmomentet om y-aksen blir

2zm ¢b D o h
|y =—V . x3(f(X)—g(X))dx: %ﬂRZh jo XS[_EX-thdX
6m R 6m h R .
- th(_ﬁj X4dx+h.[ x3dxj= th(—ﬁ[%xsjo +h[%x4]oj
6m
= o (TR + 3HRY) = SmR®
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Eksempel 6.7: Finn treghetsmomentet for ei kule med masse m og radius R om en akse
gjennom kulas sentrum.

Lasning: Figuren til venstre viser den sirkelbuen som roterer om y-
y aksen, og som danner gvre halvkule. Nedre halvkule blir helt
=3 lik. Da blir treghetsmomentet om y-aksen:
- ]
I 27Z'm R >
[inyevmr ey (R

1 _ 2z IRXZ(\/RZ—XZ)(Zxdx)

X %ﬂ'R?’ 0
Her har jeg satt inn at volumet av ei kule er V = £ zR®, og har husket at ndr nedre halvkule tas

med blir hgyden h =2+vR? —x* . Videre har jeg forberedt substitusjonen
du = —2xdx

x*=R%*-u

u=R’-x* < {

Jeg setter inn, forkorter, og benytter at ndr x =0 er u=R?*, ognar x=R er u=0. Da blir
_3m o oo 3m 7 _ 3m 2,27 _2y3 v
'y‘ﬁLz(R —u)(\/—)( du) = prel ! (Ru )du—2R ([R 2y’ -2u }0

23:3(R2 ZR? —§R5)=%~%R5 — ZmR?

I

Oppgave 6.4.

6.5. Sammensatte legemer.
Anta at et legeme er satt sammen av to andre legemer som har treghetsmoment

2 2
I1:Z:n m; og Izzzri m
Vi v,

om samme momentakse. Det sammensatte legemet far da treghetsmoment

I=> r’m = Zrm+2rm—l+l

V; +V,
Denne formelen kan lett utV|des til flere del-legemer.

Vi kan altsa legge sammen treghetsmomentene til de to legemene. | prinsippet er dette enkelt.
| praksis kan det oppsta problemer fordi den formelen for treghetsmomentet til det sammen-
satte legemet som vi skal fram til, inneholder massen til hele legemet, mens formlene for
treghetsmomentene til del-legemene inneholder massene til disse del-legemene. Dersom del-
legemene har samme tetthet kan vi lgse dette problemet slik:

La m, og V, veere henholdsvis masse og volum til del-legeme 1, mens m og V er masse og
volum til hele det sammensatte legemet. Da er

m 1
p: :v < ml:m-—

<|3

Pa denne maten finner vi massen til hvert del-legeme uttrykt ved massen til hele legemet.

Bjegrn Davidsen, Universitetet i Tromsg. 2010.



Forelesningsnotater i matematikk.
Bruk av integrasjon. Beregning av treghetsmoment. Side 8

Eksempel 6.8:
o v Et legeme med masse m bestar av en rett sylinder
med radius R og hgyde H, som har en rett kjegle

N A
Y )
} ~  Mmed radius R og hgyde H festet til toppflaten.
Sylinderen og kjeglen har felles symmetriakse.
Finn treghetsmomentet til legemet om
symmetriaksen.

Lasning: Sylinderen har volum Vs = zR?H , mens kjeglen har volum V, =1 7zR*H . Samlet
volum for hele legemet er da
V =V +V, =7R*H +17R’H =£zR°H .

La m veere massen til det sammensatte legemet. Sylinderens masse blir da

Vg aR°H
Mg=m-—>=m-———=:m,
Vv s7R°H —
mens kjeglens masse blir
V, 1 7R’H
me=m-.—t=m- s a0
Vv 37R'H  —
Vi har allerede funnet at sylinderens treghetsmoment om symmetriaksen er
s = %mst '
og at kjeglens treghetsmoment om symmetriaksen er
l, =2m,R?.

Legemets treghetsmoment om symmetriaksen blir da
— _1 2 3 2_ 1.3 2 3 1 2_ 9 2
I =1+ 1 =53mR"+5m R =5-2mR" + 5 2mR” = - mR”.

Vi kan bruke samme prinsipp dersom vi fjerner en bit fra et legeme. Dersom et legeme med
treghetsmoment | framkommer ved at vi fjerner en bit med treghetsmoment I, fra et annet
legeme med treghetsmoment I, blir

I=1,-1,.
Det forutsettes at alle treghetsmomentene regnes om samme akse.

Eksempel 6.9: Et legeme med masse m framkommer ved at en halvkuleformet hulning med
radius R freses ut av toppflaten i en sylinder med hgyde H = 2R og radius R. Halvkula og
sylinderen har felles symmetriakse. Finn treghetsmomentet til dette legemet om symmetri-
aksen.

Lasning: Volumet til legemet er
V =V -V,, =7R°H -} -37R’=7R* - 2R-$7R* = {7R’.
Massen til sylinderen (far utfresingen av halvkula) var
Vs ZR*-2R
Mg =M. or=m— s =2M
Vv 7R =

mens massen av den utfreste halvkula er
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V, 1.4 ,R3
m, =m.2—-m.2 3”3 =im.
2 \Y 7R —

Treghetsmomentet til sylinderen (for utfresingen av halvkula) var

_1 2 _1.3 2 _ 3 2
Iy =5mR*=5-Sm-R"=,mR".

Halvkula har halvparten sa stort treghetsmoment (om symmetriaksen) som ei hel kule. Men

massen til halvkula er ogsa halvparten sa stor som massen til ei hel kule. Dermed far vi at
_ 1.2 2_2 (1 2 _ 2 2 _ 2 (1 2 _1 2
I, =+-2mR? =2 (fm,)R —g~(m%K)-R = 2.(im)-R?=1mR’.

Alt i alt blir na treghetsmomentet til legemet vart om symmetriaksen
l=1g—1,, =3mR?-imR* =L4mR?.

Eksempel 6.10: Bruk dette prinsippet til & finne formelen for treghetsmomentet til en hul
sylinder med masse m, indre radius R; og ytre radius R,.

Lasning: Vi tenker oss at den hule sylinderen framkommer ved at vi starter med en massiv
sylinder med volum V, = zR*H og treghetsmoment 1, =1mR?. Sa freser vi ut en sylinder

med volum V, = zR,*’H og treghetsmoment I, =m,R,?. Nar massen til den hule sylinderen
er m, blir massene til disse to sylinderne:

V, 7R’H R’
m=m-—=m- 2 g =M — 2!
Vv aR*H — 7R*H R,’-R
v, 7R*H R’
m,=m-—=m-—— S =M-— =
Vv 7R}*H — zR*H R’-R

Da blir treghetsmomentet til den hule sylinderen

mR,’ mR°
I:|f41=%mR;_%MRﬁ:%“ETj%E”R;_%'RZ?RZ4*
2 1 2 1
2 2 2 2
iR R (R2 +R1)(R2 _Rl)_1 R24R2
=g =gt 2 2 _Em( 2 1)
R, -R R, -R  ——

Dette resultatet kan vi ogsa finne ved a benytte framgangsmaten i Eksempel 6.5, og integrere
fra R til R,.

En liten kontroll til slutt: Dersom sylinderveggen er sa tynn at R, # R, =R, blir treghets-

momentet | = %m(R2 + Rz) =mR? . Det er jo helt naturlig, siden alle massepunktene da har
samme avstand R fra aksen.

Oppgave 6.5.
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6.6. Steiners setning (parallellakse-setningen).

Det er vanlig at tabeller oppgir formler for treghetsmoment om en akse gjennom legemets
massesenter. Dersom vi har bruk for treghetsmomentet til legemet om en annen akse parallell
med aksen gjennom massesenteret, kan vi bruke setningen nedenfor:

Steiners setning (parallellakse-setningen):

La Ic veere treghetsmomentet for et legeme med masse m om en akse
gjennom massesenteret. La Ip veere treghetsmomentet for dette legemet om
en annen akse som er parallell med aksen gjennom massesenteret, i avstand
D fra denne. Da er

I, =1, +mD?

Beviset for setningen er litt kronglete, og er dyttet ut i et vedlegqg. Vi skal heller se pa hvordan
setningen kan brukes.

Eksempel 6.11: Vis at resultatene fra Eksempel 6.1 stemmer med Steiners setning.

Lesning: Vi fant at stavens treghetsmoment om massesenteret var |, = mL*. Steiners
setning gir na at treghetsmomentet om en parallell akse gjennom et endepunkt er

2
ly=lc+m-($L) =&ml’ +imL?* = iml®.

Dette stemmer med resultatet i Eksempel 6.1.

Eksempel 6.12: Beregn treghetsmomentet til en sylinder om en akse langs sylinderens
sidekant, parallelt med symmetriaksen.

Lesning: Siden treghetsmomentet for en sylinder om symmetriaksen er I, =1 mR?, og

massesenteret ligger pa symmetriaksen, blir treghetsmomentet om en akse langs en sidekant i
avstand R fra symmetriaksen
2

l, =1, +m-R*=1imR? + mR? = 2mR?.

Oppgave 6.6.
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