Forelesningsnotater i matematikk.
Uegentlige integral. Side 1

7. Uegentlige integral.

Hittil har vi kun tatt for oss integral der integrasjonsgrensene er endelige, samtidig som
integranden ogsa er endelig innenfor hele integrasjonsomradet. Na skal vi se pa integral der
integrasjonsgrensene gar mot uendelig, og integral der integranden gar mot uendelig. Slike
integral har pa norsk fatt det misvisende navnet uegentlige integral.

Det kan virke narliggende a tro at integral ma ga mot uendelig nar integrasjonsgrensene gar
mot uendelig, eller nar integranden selv gar mot uendelig. Men i noen situasjoner gar faktisk
slike integral mot en endelig verdi. Vi sier at integralene konvergerer mot en endelig verdi.
Dersom slike integral ikke gar mot en endelig verdi, sier vi at de divergerer.

Vi skal ta for oss disse situasjonene etter tur, og skal farst se pa integral der en eller begge
integrasjonsgrensene gar mot uendelig.

7.1. Integral der en integrasjonsgrense gar mot uendelig.
Integral av typen

_[: f (x)dx
skal oppfattes som
lim bf(x)dx. ' a b x

b—wd a

>

Dette betyr at vi farst beregner det bestemte integralet pa vanlig mate. Deretter lar vi b — oo

P& samme maéte setter vi
b . b
_[ f(x)dx=lim | f(x)dx.

—0 a—>-ood a

Noen eksempler vil illustrere framgangsmaten.

Eksempel 7.1: Beregn disse integralene:
a) I _0 e*dx

b) L“"X—lzdx

C) J.lw%dx
Lasning:
D ]” eox= fim [ e'x= lim[e* ] = lim (¢" ~¢*) =1- Jim e" =1-0=1,

Dette integraler konvergerer mot 1.
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Dette integralet konvergerer mot 1.

b—o b—o

0 J.lwldx:lim bldx=|im In(x)]:=!ilpoln(b)—ln1:!Lrgln(b)—0.

X b—owd1 ¥ b—o
Men nar b — oo vil In(b) — . Det vil si at dette integralet divergerer.

Oppgave 7.1.

7.2. Integral der integranden gar mot uendelig.

Vi skal nd se pa noen integral der integranden gar mot uendelig nar vi nermer oss en av

integrasjonsgrensene.

Dersom f (x)— oo nar x —a’, setter vi

[7 (x)ax=lim [ £ (x)dx.

1
]
1
1
]
]
1
]
:
]
tsatdt '
1
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Ia't b 5

b
~dx = lim [ *x Zdx = |im[LxM} = lim[—x*]
bowd 1 -2+1 h 1

Side 2

Dette innebzrer at vi farst beregner et bestemt integral pa helt vanlig mate, og deretter lar vi

integrasjonsgrensen ga mot den verdien der f (x) — oo.

P& samme mate setter vi
b . t
L f(x)dx:llm f(x)dx

tob™ vJa

dersom f (x) — oo ndr x »>b".

—>

a tb X
Eksempel 7.2: Beregn disse integralene:

11
a) joﬁdx

11
b) IOFdx
c) J:Inxdx

d) jftan X dx

Lasning:
a) Viserat - — oo nar x — 0", Da blir
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1
1 1 1 1 . il ) 1
J' Ldx=lim [ Ldx=lim [ xZdx = lim x| = lim [2\/;]
0 Vx a0t JavXx a—0"Ja a—0" -5 +1 . a—0" a

~21im (i~ a)=2(1- lim V&) ~2(1-0) -2

a—0" a—0"

Integralet konvergerer mot 2.

b) Viserat % — o ndr x— 0. Dablir
1 : 1 R . 1 . .
Ldx = Ilmf x2dx = lim [—x’l]: im[ =T = lim(=2+%)=—1+ lim ().
'[0 e a—>0"4Ja a—0" a—>0*|: X:Ia a—>0*( f a) a—>0*(a)

Men vi ser at + — oo nar a — 0. Det vil si at integralet divergerer.

c) Vivetat Inx — —oo ndr x — 0*. Da blir
jlln xdx = lim [ 'Inxdx = Iim[x-lnx—x]1 = Iim(l-ln(l)—l—a-ln(a)+a)
0 a

a—0"vJa a—0" a—0"

=1.0-1+ lim(-a-In(a)+a)=0-1-lim(a-In(a))+0

a—>0" a—0"
=-1-lim(a-In(a
aao*( ( ))

Det ubestemte integralet er lgst i notatet om delvis integrasjon. Problemet er
grenseverdien

Llirg(a- In(a))
som er et 7 0- oo ”-uttrykk. Denne grenseverdien har vi beregnet i notatet om L’Hopitals
regel, og fant da at grenseverdien var lik null. Alt i alt finner vi at

1 .
J'Oln xdx = —1— Llir(\)(a- In(a))=-1-0=-1.

Integralet konvergerer mot —1.

d) Vivetat tanx — oo ndr x > Z . Da blir
Ftanxdx= lim J'Etanxdx.
0 bz 90

Vi beregner farst det ubestemte integralet:
I tan x dx =J sinx gy =I 2du =-Inju|+C =-In(cosx)+C

COS X
der vi har benyttet substitusjonen
u(x)=cosx = du=-sinxdx.

Da blir
jftan xdx = b"j; J.ftan xdx = b":?’ [—In(cos X)]Z
=—lim In(cosh)+In(cos0)=— lim In(cosh)+In(1)
b—% b—>Z

=—lim In(cosh)+0

L
b—>7Z

N& vet vi at nar b — Z vil cosb — 0. Da vil In(cosb) — -, og integralet divergerer.

Oppgave 7.2.
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