Forelesningsnotater i matematikk.
Integrasjon ved substitusjon. Side 1

3. Substitusjon.

| utgangspunktet er dette kjerneregelen anvendt pa integraler. Hovedpoenget er at vi ser etter
en kjerne u(x) som er slik at integranden blir en funksjon av u etter at dx er erstattet med du.

Denne erstatningen gjares vanligvis ved a sette

1
du.
u'(x)
Hvis vi nd far et uttrykk som kan integreres, er vi (nesten) i mal.

u'(x):g—i & dx=

Eksempel 3.1: Beregn integralene nedenfor:
a) _[ 2sin(2x)dx

b) [ x-edx

o | sz_ldx

d) I XV x? +1dx

e) _[ sin® x - cos x dx

1
dx
" I X* +4
Lasning:
a) Vi ser at nar vi deriverer 2x far vi 2. Vi praver derfor kjernen
u(x)=2x = u'(x):d—u:Z 2= dx:ldu.
dx 2

Integralet kan na skrives
J' 2sin(2x)dx :I Zsinu édu =—cosu+C =—cos(2x)+C.

b) Vi ser at nar vi deriverer —x* far vi —2x, og x-en har vi bruk for. Vi praver derfor kjernen

5 . du 1
=— =—=-2 dx=——du.
u(x)=-x* = u'(x) .~ X < dx o u
Integralet kan na skrives
J' x-e‘*zdx:J' /x/'e”(—ﬁdu):—%f eldu=-t.¢"+C=—-1¢X 4+C.

2 2

c¢) Vi ser at nar vi deriverer x> —1 far vi 2x, og x-en har vi bruk for. Vi prgver derfor
Kjernen
2 : du 1
u(x)=x*-1 = u'(x)=—=2x < dx=—du.
dx 2X
Integralet kan na skrives

J‘ XZX_ldX:J‘ é-&du:%‘[ %du:%-In|u|+C:%|n‘X2_l‘+C.
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Forelesningsnotater i matematikk.
Integrasjon ved substitusjon. Side 2

d) Vi ser at nar vi deriverer x> +1 far vi 2x, og x-en har vi bruk for. Vi praver derfor
Kjernen
2 . du 1
u(x)=x*+1 = u'(x)=—=2x < dx=——du.
dx 2X
Integralet kan na skrives

j x\/x2+1dx:'|‘ )(-\/U-idu:ﬂ \/Udu:%j uzdu
L ytric-
+1

Nlw

= : u%+C:%(x2+1) +C

1,
2

N[~
N[~
w|rn

e) Her merker vi oss at nar vi deriverer sinx far vi cosx som inngar i integranden. Vi praver
derfor kjernen

) du 1
u(x)=sinx = u'(x)=——=cosx < dx=——du.
dx COS X
Integralet blir na
; 1 ]
J'smzx-cosxdx:.fuz-pes{- du=%u®+C=41sin’x+C.

cosX

f) Dette minner litt om integrasjonsformelen som gir arctan x :

1
dx = arct C.
J' il X = arc an(x)+

Men for & kunne bruke denne formelen, ma vi skaffe oss et 1-tall som konstantledd i
nevneren. Det gjer vi slik:

1 1 1
J‘ X2+4dX:J. mdx_%j mdx

4
Na praver vi

u(x)=§ = u'(x)=d—=5 < dx=2du.
Integralet blir na
J' 1 dx=l_[ ﬁdx:ij ﬁl{du:%arctanu+C:%arctan(

2 4 2 A
X" +4 +§)

)+C.

X
2

Du kommer ofte bort i integraler av samme type som i Eksempel 3.1a) ovenfor. Det kan
derfor veere nyttig a lgse dem en gang for alle. Da far vi reglene nedenfor, som du sikkert
klarer & bevise selv ved a benytte samme framgangsmate som i Eksempel 3.1a):

Nar a er en konstant, blir
I sin(a-x)dx=-Xcos(a-x)+C

j cos(a-x)dx =2sin(a-x)+C

_[ e dx=1e** +C
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Forelesningsnotater i matematikk.
Integrasjon ved substitusjon. Side 3

Oppgave 3.1.
Da vi lgste integralene i Eksempel 3.1, erstattet vi kjernen u med den opprinnelige variabelen
x i sluttsvaret. Men nar vi skal beregne bestemte integral, er dette ikke ngdvendig. Det er ofte

enklere a endre grensene for integrasjonen samtidig som vi innfarer den nye integrasjons-
variabelen u. Eksemplene nedenfor viser hvordan vi gar fram.

Eksempel 3.2: Beregn disse bestemte integralene:

a) _[02 X/ X% +1dx (se Eksempel 3.1d).
b) .[fsinz X - oS X dx (se Eksempel 3.1e).
Lasning:
a) Vi lgste integralet ved & innfare kjernen
u(x)=x*+1,
og fant at

I x\/x2+1dx:%'[ Judu=1ut+cC.

Istedenfor & gjeninnfare x i dette svaret far vi setter inn grensene, kan vi benytte at nar
x=0eru=0"+1=1,0gndr x=2 er u=2>+1=>5. Dablir

joz Xy/x? +1dx = %Ilsx/adu = %[uﬂ: = %(5% —1%) = %(5\/5 —1) :

Dette et lettere enn a benytte at
2

Dol ian=[30 ) | =32 (079 )ofs' ) -4(55-).

0

b) Vi lgste integralet ved a innfare kjernen
u(x)=sinx,
og fant at
I sin’ x - cos x dx =I u*du=%u*+C.

Istedenfor a gjeninnfare x i dette svaret far vi setter inn grensene, kan vi benytte at nar
x=0er u=sin0=0, 0og nér x=2% er u=sin(Z)=1. Da blir

(1°-0°)=

1

& 1
Izsm2 x-cosxdx:J' u3du =[lu3] =
0 0 0

1
3 3"

Dette et lettere enn a benytte at
J'fsin2 X-cosxdx = Lsin’ x]j =1(sin’(%)—sin*(0)) = 4(* - 0°) =

1
3"

Oppgave 3.2.

| integrasjonsformelen for I Ldx (og i eksempel 3.1c ovenfor) har vi satt inn et absoluttverdi-
tegn i lgsningen:
I Ldx=In|x|+C.
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Forelesningsnotater i matematikk.
Integrasjon ved substitusjon. Side 4

| neste avsnitt om integrasjon med delbrgkoppspalting far vi bruk for en mer generell formel:

de_ln|x a+C.
X—a

Vi skal na utlede denne formelen og forklare hvor absoluttverditegnet kommer fra.

Anta forst at X —a > 0. Da substituerer vi
Uu=x—-a = dx=du
slik at integralet blir

_[—dx du—Inu+C In(x—a)+C.

S& antar vi at x—a < 0. Vi substituerer

u(x)=—-(x-a)

(merk at u blir positiv). Da blir
dx=—du

slik at

J' édx:j _(X;_a)(—dx):_[ %du:lnu+C:In(—(x—a))+C.

Men —(x—a) blir positiv ndr x —a < 0. Samler vi resultatene far vi at

'[ 1 dx:ln|x—a|+C.
X—a

Na har du alt du trenger til & ga lgs pa integrasjon med delbrgkoppspalting. Deretter star
delvis integrasjon for tur. Men du skal vare klar over at det fins en mengde varianter av disse
metodene som vi ikke gar inn pa i disse grunnleggende notatene. Jeg har samlet et par slike
teknikker (pluss litt til) i et eget notat om mer avanserte integrasjonsteknikker.
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