Forelesningsnotater i matematikk.
Mer avanserte integrasjonsteknikker. Side 1

6. Mer avanserte integrasjonsteknikker.

Dersom du virkelig vil beherske integrasjon, ma du nok kjenne til flere integrasjonsmetoder
enn de vi har gatt gjennom hittil. I dette notatet skal vi se pa noen mer avanserte metoder. Du
vil imidlertid oppdage at det ikke er de store prinsipielle nyhetene i dette avsnittet. Det er stort
sett nye anvendelser av allerede kjente teknikker.

6.1. Integrasjon av rasjonale funksjoner.
Vi skal na se naermere pa hvordan du gar fram for a integrere funksjoner av typen

f(x)=lx)

Q(x)
der P(x) og Q(x) er polynomer i x.

Dersom P(x) har hgyere grad enn Q(x), foretar du farst en polynomdivisjon slik at du far et

polynom pluss en brgk der telleren har lavere grad enn nevneren. Deretter spaltes denne
brgken opp i delbrgker. Disse er vanligvis greie a integrere unntatt dersom du far andregrads-
polynom i nevneren som ikke lar seg faktorisere i reelle farstegradsfaktorer. Vi skal derfor se
pa "problem-integral” av typen
Ax+B
j dx.

ax’ +bx+c

La oss forst anta at A=0, slik at vi har integral av typen

B

- —
ax“+bx+c

Slike integral lgses ved a benytte at

1
J' > 1du:arctanu+C
u®+

Framgangsmaten er illustrert i eksemplet nedenfor.
Eksempel 6.1. Beregn integralet
1
J. z—dX .
X*—4x+13

Lasning: Vi merker oss at nevneren ikke kan faktoriseres i reelle farstegradsfaktorer. Vi
omformer da nevneren slik:

x? —4x+13=(x2 —4x+4)+9=(x—2)2 +9.
Vart ferste mal er na a fa et 1- taII som konstantledd i nevneren. Integralet omformes derfor til

1 1 1
J-x —4x+13 _'[ (x— 2 dx I ( +1)dx_§j (X32)2+1dx.
N4 substituerer vi
:x_—2 & d—u:1 < dx=3du.
3 dx 3
Da blir
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Forelesningsnotater i matematikk.
Mer avanserte integrasjonsteknikker. Side 2

J‘Z;dx:_j ;2 X:__[ ; -3du:1arctanu+C
X" —4x+13 9 (%2) +1 97 u+1 3

= 1arctan (X;Z] +C
3 3

Na er det pa tide & ta med farstegradsleddet i telleren, slik at integralet er av formen
j Ax+B dx

ax’ +bx+c
Huvis vi er riktig heldige, er telleren lik den deriverte av nevneren, eventuelt multiplisert med

en konstant. Dersom det er tilfelle, kan vi substituere u(x) =ax” +bx +c, og hele integralet
reduseres til

J'ldu=lnu+c.
u

Sa heldig er vi vanligvis ikke. Men kanskje vi kan trikse litt med telleren slik at vi blir sa
heldige? Eksemplet nedenfor viser hvordan vi kan ga fram.

Eksempel 6.2: Beregn integralet

4x +1
[ 22y
X°—4x+13

Lasning: Vi setter

u(x)=x*-4x+13 = 3_u=2x_4 < du=(2x-4)dx.
X

Dessverre star det ikke 2x —4 i telleren i integralet vart. Men det fikser vi fort:
4x+1=4x-8+9=2(2x—-4)+9.
Da blir
2x 4 +9 _
LS o RACIPY S T MY R S
x> —4x+13 x? —4x+13 X°—4x+13 X°—4x+13

:ZJ' —+9-1arctan D +C
u 3 3

= 2In(x2 —4x +13) + 3arctan (%zj+ C

Under veis har vi benyttet resultatet fra Eksempel 6.1.

Oppgave 6.1.

Vi avslutter med et skikkelig beist av et eksempel, der vi far bruk for alle vare teknikker:

Eksempel 6.3: Beregn integralet
I X +2x3 +12x% — 46x - 20
x® +4x* + 20x

dx
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Forelesningsnotater i matematikk.
Mer avanserte integrasjonsteknikker. Side 3

Lasning: Vi ser at telleren har hgyere grad enn nevneren. Vi ma derfor starte med en
polynomdivisjon:
4 3 2 3 2 —6x—20
(x*+2x° +12x* - 46x - 20) 1 (x* +4%* + 20X) = X =24 5————
X* +4x° + 20x

—(x“ +4x3 + 20x2)

—2x° —8x* —46x-20
—(—2x3 —8x* — 40x)
—-6x—-20
Sa ma den siste brgken delbrgkoppspaltes:
_6x — 20 A Bx+C  A(X*+4x+20)+(Bx+C)x
x3+4x2+20x_;+x +4X+20 X* + 4x% + 20x
( B)x* +(4A+C)x+20A
X+ 4x% + 20x

Dette gir likningene

A +B =0
4A +C =-6
20A =-20

Disse likningene ngstes opp nedenfra:
20A=-20 < A=-1.

4A+C=—6 o C=-6-4-(-1)==-2.
A+B=0 < B=-A=1.

Dermed har vi at
I x* +2x% +12x% — 46x — 20
X3+ 4x? + 20x

dx=J (x—2)dx—j %dx+J‘ #Xizodx.

Her er det bare det siste integralet som gir oss problemer. Den naturlige substitusjonen er

u(x)=x*+4x+20 < 3_u:2)(+4 < du=(2x+4)dx.
X

N& ma vi trikse litt med telleren:
x—2=13(2x—4)=1(2x+4-8)=1(2x+4)-4
slik at

2x+4 _'[ 4 ‘.

J.x +4x+20 _J x> +4x+20 X%+ 4x+ 20

Det farste av disse integralene lgses na direkte:

1(2x+4 du
J‘ X—§g4x+godx=%j T=%|HU+C=%|H(X2+4X+20)+C.

Det siste av disse integralene er mer plundrete. Vi omformer farst nevneren slik:
X’ +4x+20 = (X’ +4x+4)+16:(x+2) +16 = 16( (x+2) +1) 16((X+2) +1)
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Forelesningsnotater i matematikk.

Mer avanserte integrasjonsteknikker. Side 4
slik at
[ gt = e A Rt}
X* +4x+20 16((%2)274) 4° (w2 T

=arctanu +C = arctan (%:2) + C

Her har vi substituert

u(x):XLZ = d_uzi & dx=4du.
4 dx 4

Na gjenstar det bare a samle tradene:
4 3 2 _ .
J-x +2X° +12Xx° — 46X 20dx=I(x—2)dx—f ldx+I : X—2
X X“+4x+20

X+ 4%% + 20X
=1x* = 2x—Inx+1In(x* +4x+20) - arctan(%2) + C

VX2 +4x+20

X

=1x* - 2x+In —arctan(*2)+C

Oppgave 6.2.

6.2. Integralet kan lgses av en likning.

Noen ganger hender det at nar vi praver a lgse et integral, ender vi opp med at det integralet vi
skal lgse, inngar i en likning. Da finner vi integralet ved a lgse likningen. Nedenfor ser du et
eksempel pa en slik situasjon.

Eksempel 6.4: Beregn integralet

_[ e*sinxdx.

Lgsning: Integranden er et produkt. Da er det naturlig & preve delvis integrasjon.
u'(x)=e* < u(x)=¢e"
v(x)=sinx = v'(x)=cosx

u' oy u v u v'
J. exsmxdx:ex-smx—j e*.cosxdx.

Det gikk ikke i farste omgang. La oss prave delvis integrasjon en gang til for a lgse det
gjenveerende integralet:

u'(x)=e* < u(x)=e

X
v(x)=cosx = Vv'(x)=-sinx

u' Vv u v u v'
J. excosxdx:ex-cosx—J' ex-(—sin x)dx:e*cosxﬂ' e*sinxdx.

Fremdeles er vi ikke i mal. Det ser faktisk ut som om vi gar i ring og kommer tilbake til
utgangspunktet. Men se hva som skjer nar vi setter sammen det vi har funnet hittil:

Bjegrn Davidsen, Universitetet i Tromsg. 2009.



Forelesningsnotater i matematikk.
Mer avanserte integrasjonsteknikker. Side 5

J exsinxdx:ex-sinx—j e cos x dx
=ex-sinx—(excosx+J' exsinxdx)
:ex-sinx—excosx—J' e”sin x dx

Men dette er jo en likning som vi kan lgse I e*sinxdx utav! Vi samler begge integral-
leddene pa venstre side og far
ZJ e*sinxdx =e*-sinx—e*cosx < j e*sinxdx = }e*(sinx—cosx).

En integrasjonskonstant ber fayes til etterpa.

Oppgave 6.3.

6.3. Trigonometrisk substitusjon.

Nar vi har benyttet substitusjon, har vi alltid plukket ut en kjerne u som er en funksjon av x.
Men vi kan ogsa gjare det motsatt: La x veere en funksjon av en ny variabel t! Ofte lar vi x
veere en trigonometrisk funksjon. Metoden kalles derfor ofte trigonometrisk substitusjon.
Neste eksempel viser hvordan metoden kan virke.

Eksempel 6.5: Beregn integralet

I\/l—de.

Lasning: Vi prever substitusjonen
. dx
x=x(t)=sint = Ezcost < dx=costdt.
Da blir

J1—x? =+/1—sin’t =~/cos?t = cost .
Innsetting gir

J' \/1—x2dx=_[ cost-costdt:j cos’tdt.

Dessverre har vi ingen integrasjonsformel for I cos’tdt. Men vi bruker en velkjent (?)

trigonometrisk formel:
cos(2t)=2cos’t-1 <« cos’(t)=23+1cos(2t).
Da blir
_[ \/1—x2dx=J cosztdtzj %dt+§j cos(2t)dt=%t+ﬂ cosudu

=1t+31sinu+C =3t+3sin(2t)+C

Under veis har vi benyttet substitusjonen
u(t)=2t = du=2dt.

Na gjenstar det & gjeninnfare x. Vi benytter farst at
X=sint < t=arcsinx.
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Videre benytter vi at
sin(2t) = 2sint-cost = 2sint - v1-sin®t = 2x-vV1-x* .

Vi samler tradene, og far

I V1-x*dx =3t +4sin(2t)+C =1arcsinx + - 2xy1-x* +C
:%(arcsin X+ Xv1— x2)+ C

Vi tar et mer intrikat eksempel, der vi illustrerer noen av de problemene vi kan komme bort i
nar vi jobber med trigonometrisk substitusjon.

Eksempel 6.6: Beregn integralet

1
—dx.
‘[ XA/ x%+1

Lgsning: Her ma vi bruke den trigonometriske substitusjonen

X =tant.

Da blir
2 _ 2 _ [sin’t , cos®t _ [sin®t+cos’t _ [ 1 _ 1

\/X +1 _\/tan t+1 _\/coszt E cos? t _\/ cost  V cos?t  cost’
Videre blir

dx 1

e 2 dX == 2 dt .

dt cos“t cos“t

Vi setter alt dette inn i integralet, og far
~ =] ——t.

SR S S S
/X2 +1 . 1o cost sint

Hvis du tror at problemene na er over, tar du helt feil. Det er na de begynner. For a lgse dette
integralet, starter vi med & multiplisere teller og nevner med sint . Da far vi

1 sint sint
—dt= dt=| ————dt.
sint j sin’t I 1—cos?t

N4 substituerer vi
Vv=cost < %:—sint & —dv=sintdt

og far

1 sint sint —dv dv
—dt= dt=| —————dt= =
sint J.sinzt I1—coszt J‘1—v2 I (v+1)(v-1)

v-1

11 v
:J' (V—le+ﬁjdv:—%ln|v+]4+%ln|v—ﬂ+C =1In

v+1
+C =%In(1_COStj+C
1+ cost

+C

cost -1
cost+1

1

2
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Her har jeg utelatt detaljer i delbrgkoppspaltingen. | den siste overgangen benytter jeg at
—1<cost <1 slik at cost —1 alltid er negativ (eller null) mens cost +1 alltid er positiv (eller
null).

Neste problem er & gjeninnfare x. Da benytter vi at
_sin’t  1-cos’t

== - x?cos?t =1—cos’t
cos’t  cos’t

x? =tan’t

o xPcos’t+cosit=1 < (x2+1)coszt=1 = cost=—
X +1

_ 1- 1
1 costhrC_%ln{ |,

Dermed blir

dx = _idt =lln(

1
J-xx/x2+l sint ?
- e -
%In[ X2+l X +1]+C=%IH(L11J+C

1+ cost

1+ N X2 +1+1
2
2 1 2 1 ( X2+1—1)
_1jp VX +1-1 VX2 +1-1 T b C
4141 e +1-1 (x*+1)-

I b

2 1
(\/x2+1—1) T V)
XY e [_V“J oo

Oppgave 6.4.
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