Forelesningsnotater i matematikk.
Delvis integrasjon. Side 1

5. Delvis integrasjon.

Dette er en integrasjonsteknikk som kan benyttes nar integranden er et produkt av to faktorer,
der den ene faktoren kan oppfattes som den deriverte av en kjent funksjon. Da gjelder:

I u'(x)-v(x)dx = u(x)-v(x)—j u(x)-v'(x)dx

Utledning: Vi tar utgangspunkt i den kjente derivasjonsformelen for et produkt:
(u-v)'=u"v+u-v' < u-v=(u-v)-u-v'

der det er underforstatt at u og v er funksjoner av x. Denne derivasjonsregelen integreres,

samtidig som vi benytter at

J. (u-v)dx=u-v.
Da far vi regelen i ramma ovenfor.

Nar vi gnsker a bruke denne regelen, ser vi om integranden inneholder en faktor som er den
deriverte av en kjent funksjon u(x), samtidig som produktet u(x)-v'(x) lar seg integrere.

Eksemplene nedenfor viser framgangsmaten.

Eksempel 5.1: Beregn disse integralene:

a) J' X -e*dx
b) jx~sinxdx
C) Ilnxdx
Lasning:

a) Her lgnner det seg & velge u(x) og v(x) slik:
u'(x)=e* < u(x):j e'dx =e*
v(ix)=x = v'(x)=1

Da far vi:

v u' v Uu v' u
J' X-e* dx=x-ex—j l.edx=x-e*-e*+C.

b) Her lgnner det seg a velge
u'(x)=sinx <« u(x):jsinx:—cosx
v(x)=x = v'(x)=1
Da far vi:

I ;-silﬁlxdx:;(-(—cf)sx)—j 1-(—cgsx)dx=—x-cosx+I cos xdx

=—X-COSX+Sinx+C
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c) Her er integranden tilsynelatende ikke noe produkt. Men hvis vi oppfatter integralet slik:
[ Inxdx=[ 1-Indx
far vi et produkt. Da velger vi:
u'(x)=1 < u(x):J. 1dx = X
v(x)=Inx = v'(x)=1
Da far vi:

.[ 1-Inxdx:x-lnx—j x-%dx:x-lnx—j ldx=x-Inx—x+C.

Noen ganger ma vi bruke teknikken flere ganger etter hverandre slik eksemplet nedenfor
viser. Eksemplet viser ogsa at nar vi har et bestemt integral, lgser vi farst det ubestemte
integralet fullt ut fer vi setter inn grensene.

Eksempel 5.2: Beregn integralet

J.szcosxdx.

Lgsning: Her lgnner det seg a velge
u'(x)=cosx <« u(x):j cosxdx =sinx.
v(x)=x* = v'(x)=2x.
Da far vi:
v U v u v u
J' xz-cosxdx=x2-sinx—j 2x-sinxdx:x2-sinx—2_|‘ X-sin xdx.

Det siste integralet lgses ogsa med delvis integrasjon. Dette er allerede gjort i del b) i forrige
eksempel. Vi setter inn resultatet derfra, og far

j x? cosxdx = x*sinx— 2(—x-cosx +sinx+C)

= Xx2sin X+ 2x-cos X — 2sin x — 2C

Sa setter vi inn grensene. Da kan vi se bort fra konstanten (mer presist: Nar vi setter inn

grensene, Vil vi legge til og trekke fra konstanten). Resultatet blir:
JZ x> cos xdx = [xzsin X 4+ 2X-COS X — 2sin X]Z

=()’sin(£)+2-Zcos(Z) - 2sin(Z) - 0-sin(0) —2-0-cos(0) - 2sin(0)
=2 .1+7-0-2-1-0-0-0=2--2

Oppgave 5.1.

Na som du har veert gjennom de grunnleggende teknikkene, bgr du lgse noen blandede
oppgaver i Oppgave 5.2. Jeg Vil ogsa sterkt anbefale at du gar gjennom notatet om mer
avanserte integrasjonsteknikker.
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