Forelesningsnotater i matematikk.
Integrasjon med delbrgkoppspalting. Side 1

4. Integrasjon med delbrgkoppspalting.
| notatet om substitusjon viste vi at

de=ln|x—a|+C
X—a

Du behersker sikkert sa pass mye brgkregning at du ser at
1 2 1(2x+1)-2-(x-1) 2x+1-2x+2 _ 3
x—1 2x+1  (x=1)(2x+1) 2 +x-2x-1 2x2—x-1
Dermed har du alt du trenger til & lgse integralet i eksemplet nedenfor:

Eksempel 4.1: Beregn integralet

[
2x°—x-1
Lasning: Du vet allerede at
3 12

2x° —x-1 x-1 2x+1
Da blir

Iz;dx: idx—j 2 dx=_[idx—_[ 1 dx

2x°—x-1 x-1 2x+1 x-1 X+ 3

=In|x =1 - In|x+ 4+ C =In X_% +C
X+1

| eksemplet ovenfor var vi heldige fordi den opprinnelige integranden allerede var spaltet opp
i delbrgker. Vanligvis er vi ikke sa heldige. Vi ma da ty til delbrgkoppspalting.

Eksempel 4.2: Beregn integralet

2
I Xz_ldx.

Lasning: Vi merker oss farst at substitusjon ikke fgrer fram fordi den naturlige kjernen
u(x)=x*-1
gir du =2xdx som ikke passer inn i integralet. Vi benytter derfor at
x*—1=(x+1)(x-1),
og spalter integranden i delbrgker slik:
2 2 A B A(x-1)+B(x+1)
-1 (x+1)(x-1) X+l x-1 (x+1)(x-1)
_ Ax-A+Bx+B (A+B)x+(-A+B)

(x+1)(x-1) - (x+1)(x-1)
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Forelesningsnotater i matematikk.
Integrasjon med delbrgkoppspalting. Side 2

Men dette er egentlig en identitet som skal veere oppfylt for alle verdier av x. Det er kun mulig
dersom teller-polynomene er identiske. Dette gir likningene
A+B=0
-A+B=2
Dette likningssystemet lgses enkelt ved a legge sammen likningene. Da far vi
2B=2 < B=1.
Fra den gverste likningen far vi na
A+B=0 < A=-B=-1
slik at
2 2 =L . 1
x2-1 (x+1)(x-1) x+1 x-1

Na er vi klare til & integrere:

I 22 dx:j_—ldx+ de:—ln|x+]4+ln|x—l|+C:ln
X -1 Xx+1 x-1

x-1

X+1

+C.

Legg merke til at i notatet om delbrgkoppspalting er det demonstrert en ”snarvei”” som kan
benyttes nar nevneren kan faktoriseres i forskjellige reelle farstegradsfaktorer, og som kunne
spart oss for litt arbeid i eksemplet ovenfor. Denne snarveien kan dessverre ikke hjelpe oss i
eksemplene nedenfor.

Oppgave 4.1.

Hvis nevneren inneholder en gjentatt farstegradsfaktor, kan delbrgkoppspaltingen foretas pa
flere mater. Jeg vil imidlertid anbefale den metoden som er vist i neste eksempel:

Eksempel 4.3: Beregn integralet
2
I X—+2dx .
X

(1)

Lasning: Her gjentas faktoren (x —1) to ganger. Det gunstigste er da & benytte delbrgk-
oppspaltingen nedenfor:

X*+2 A B C  A(x-1)° +Bx+Cx(x-1)
x(x—1) X (x=17  x-1_ X(x—1)
_ A -2AX+A+Bx+CxX* —Cx _(A+C)x"+(-2A+B-C)x+A
- x(x—l)2 - x(x—l)2
Siden dette er en identitet, ma vi ha
A +C=1
-2A+B-C=0
A =2
Her ngster vi raskt opp lgsningen, og finner
A=2, C=1-A=-1, B=C+2A=3.
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Forelesningsnotater i matematikk.
Integrasjon med delbrgkoppspalting. Side 3

Dermed blir
J'X—+2 —I dx+_[ dx— édx

NG 3

x-1 x-1

=2In|x|—%—ln|x—1|+c =In

Integralet i midten Igses med substitusjonen
u—x—l S dx—du:

I

dx I du_3I u‘zdu_%u‘2”+0=—3u‘1+C=_—31+C.

Nar nevneren inneholder andregradsfaktorer som ikke kan faktoriseres videre til reelle
forstegradsfaktorer, lar vi telleren i delbrgken vaere et fgrstegradspolynom:

Eksempel 4.4: Beregn integralet
J' 2x—1 dx

Lasning: Faktoren x* +1 kan ikke faktoriseres videre til reelle farstegradsfaktorer. Vi
benytter derfor en delbrgk der telleren er et farstegradspolynom i x:

2x-1 _A Bx+C_A(¢+1)+(Bx+C)x (A+B)x’+Cx+A

-
x(x +1) X x*+1 x(x +1) x(x2+l)
Siden dette er en identitet, m& vi ha
A+B=0.
C=2.
A=-1.

A og C er allerede kjent. Deretter blir B=—A =1. Delbrgkoppspaltingen blir da
2x -1 -1 x+2

x(x2 +1) T x X241

som gir
2x -1 X
dx d
j 1 +-[ X2+

1
x(x2 +1) dx :J- 7dx+j X2 +

=—In|x|+1In(x* +1) + 2arctan(x) + C

Integralet i midten Igses med substitusjonen

u=x’+1 = d—u_2x = dx_du

2X
I —J‘ X( J d—u:iln|u|+C:1In(x2+1)+C
X2 +1 u 2 2

der absoluttverditegnene kan slgyfes fordi x* +1 alltid er positiv.
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Forelesningsnotater i matematikk.
Integrasjon med delbrgkoppspalting. Side 4

Vi tar et stgrre eksempel til slutt:

Eksempel 4.5: Beregn integralet

2X
j X4_1dx

Lasning: Vi faktoriserer farst nevneren i reelle faktorer:
x*-1= (xz)2 ~-1= (x2 +1)(X2 —1) = (x2 +1)(x +1)(x-1).
Vi prever derfor delbrgkoppspaltingen nedenfor:
2x  Ax+B C N D

n =— + .
x -1 x*+1 x+1 x-1

Sa setter vi hgyre side av likhetstegnet pa fellesnevner. Vi far:
2y  Ax+B C D (Ax+B)(x2—1)+C(x2+1)(x—1)+D(x2+1)(x+1)
-1 x*+1 x+1 x-1 (x2+1)(x+l)(x—1)

_ AX® - Ax+Bx?—B+Cx’—Cx* +Cx—C + Dx* + Dx* + Dx + D
(x2+1)(x+1)(x—1)
_(A+C+D)x’+(B-C+D)x*+(-A+C+D)x+(-B-C+D)

- (x2+1)(x+1)(x—1)

For at dette skal veere en identitet, ma vi kreve at
A +C+D=0

B-C+D=0
-A +C+D=2
-B-C+D=0

Slike likningssett lgses vanligvis lettest med matrisemetoder. Men her ser vi at dersom vi
legger samme alle likningene, far vi

4D=2 < D=1
Legger vi sammen 2. og 4. likning, far vi
-2C+2D=0 & C=D=1.
Da gir 1. likning
A==C-D=—i-{-o1
mens 2. likning gir
B=C-D=3-1=0.

Hele delbrgkoppspaltingen blir da
2x  Ax+B C D —X

44 2 - T =7 .7
Xx'-1 x*+1 x+1 x-1 x°+1 x+1

NI

1
2

-1

+
X

Na er vi klare til & integrere:
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Forelesningsnotater i matematikk.

Integrasjon med delbrgkoppspalting. Side 5
2X —X 1 1
dx = dx+1| ——dx+1| ——dx
J‘ xt -1 j X2 +1 2-[ x+1 2l x-1

:—%In(x2 +1)+%In|x+1|+%ln|x—1|+C

+C

—1
2 2

2

X

=—1In(x* +1)+1In|x* -1+ C =1In .
X2 +

Det farste integralet beregnet vi med substitusjonen

u(x):x2+1 = u'(x):d—u:ZX = dx:idu.
dx 2X
Da blir

J o] AL o o so -tz 1) e

Oppgave 4.2.

Du finner mer om bl.a. slike integraler der nevneren inneholder andregradsfaktorer som ikke
kan faktoriseres i reelle farstegradsfaktorer i et notat om mer avanserte integrasjonsteknikker.
Men farst bar du ga gjennom notatet om delvis integrasjon.
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