Forelesningsnotater i matematikk.
Polarkoordinater.

1. Polarkoordinater.

Noen ganger kan det veere gunstig a bytte ut vart velkjente kartesiske
koordinatsystem med et annet koordinatsystem, basert pa en linje og
et punkt pa denne linja. Linja kalles polar akse, mens punktet er
koordinatsystemets pol (origo) O. Posisjonen til et vilkarlig punkt P
angis ved to starrelser r og &, der r er lengden av linjestykket OP

o/ 0 mens & er vinkelen mellom linja OP og den polare aksen. Se figuren
til venstre.

P

Dersom vi kjenner r som funksjon av @, r = f (@), har vi en polar funksjon. Legg merke til:
e Vikan legge til eller trekke fra n- 27 til vinkelen @ uten at r endrer verdi.
e Dersom f (@) blir negativ (en "negativ” avstand), svarer det til en positiv avstand i
motsatt retning, d.v.s. at vil gker eller minker 8 med = .

Figuren nedenfor til venstre viser sammenhengen mellom polarkoordinater og kartesiske
koordinater nar den polare aksen faller ssmmen med x-aksen:

Ay P(X,y)
X=rcosé, y=rsing,
Y r’=x’+y?, tang =2,
X

X

Noen polare funksjoner er spesielt enkle:
e Funksjonen r = r, = konstant framstiller en sirkel med radius r; og sentrum i origo.

e Funksjonen @ = ¢, = konstant framstiller ei rett linje gjennom origo som danner en
vinkel 6, med x-aksen.

Generelt kan det veere litt plundrete & ga over fra polar form til kartesisk form:

Eksempel 1.1: Vis at den polare funksjonen
r=2cosé

framstiller en sirkel med radius R =1 og sentrum i punktet (1,0).

Lasning: Vi starter med a multiplisere funksjonsuttrykket med r. Da far vi:

rP=2rcosfd < X2+y2=2x < X -2x+1+y’=1 < (x-1)°+y?=1
Legg merke til hvordan vi legger til 1 pa begge sider av likhetstegnet for a fa et fullstendig
kvadrat. Dermed ser vi at likningen framstiller en sirkel med radius 1 og sentrum i (1,0).

Polarkoordinater er nyttige bl.a. til & framstille kurver som er vanskelig a fa til i et kartesisk
koordinatsystem. Du finner noen slike eksempler nedenfor.
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Funksjonen

r=a-6 der a>0
framstiller en spiral. Til venstre ser du et eksempel pa en slik
spiral, der a=% og 0 €[0,2r].

Funksjonen

r=1-sin@, 6 <[0,2r]
framstiller en kurve som kalles en kardioide ("hjertekurve”).
Bruk dataverktgy til & prgve andre varianter ved & variere
konstantene a og b i den polare funksjonen

r=a-bsind, 0<[0,2r].

Funksjoner av typen
r =sin(ng)
0g
r =cos(n@)
der ne N, gir fine figurer med
slgyfer. Til venstre ser du to slike

eksempler. Prgv selv med andre
r =cos(26) r =cos(3¢) varianter!

Vi finner skjaringspunkter mellom to polare funksjoner ved a finne de verdiene av & som gir
samme r-verdi i begge funksjonene, som vist i eksemplet nedenfor. Men ver oppmerksom pa
at vi kan fa skjeering ogsa i andre punkter, spesielt i origo.

Eksempel 1.2: Finn skjeeringspunktene mellom kardioiden
r=1-siné

og sirkelen
r=sing.

Lasning: Vi setter de to r-verdiene lik hverandre:
1-sinf=sind < 2sinf=1 < sinf=3; & O=17 v O=237.

| et kartesisk koordinatsystem gir dette skjeeringspunktene
.cos(i7)=3-1v3=143

.cos(7)=1.(-143)=-13

N[~

X=rcosé =

N =

6

— 1 _1.1__1
y=rsing=s-5=+.

Dessuten kan begge fur;ksjonene ha r =0, men ikke for samme
verdi av 4. Se figuren til venstre.
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2. Beregning av ekstremalverdier.

Nar vi skal beregne ekstremalverdier i henholdsvis x- og y-retning, benytter vi at
X=1rcosé, y=rsind
og deriverer disse med hensyn pa @ slik eksemplet nedenfor viser.

Eksempel 2.1: Finn ekstremalpunktene i henholdsvis x- og y-retningene for kardioiden
r=1-siné@, 0<[0,2x].

Lasning: Vi finner ekstremalpunkt i x-retning slik:
X=rcosd =(1-sind)cosd =cos@—sindcosd

% = —sin@—(cos@-cos@ +sin@-(—-sin@)) = —sin@ — cos® & + sin’ @

— —sin@—(1—sin?@) +sin0 = 2sin’ O —sind -1

dX—O & 2sinf-sinfd-1=0 < siné?zli\/(_l)z_4'2.(_1):ligz{1

deo 2.2 4 -1
Dette gir:

) r=1-sinf=1-1=0

sind=1 < {9:%”

—1—sing= 1)=2
ot o r=1-sing=1-(- 2) 5
? 9:—72 v =%

Vi finner ekstremalpunkt i y-retning S|Ik.

y=rsin@=(1-sin@)sin@ =sin@d—sin’ o
% =c0sd —2sin@-cosé = cosf(1—2sinH)

ﬂ=0 - {cosH:O

dég 1-2sin0=0 < sind==
Dette gir:
=iz < r=1-sin(iz
coséd=0 < —
0=32r < I‘:l—SIn(%ﬂ) :g

_1
2

Vi kan na finne x- og y-verdier for alle disse punktene, men
hopper over det na. Se heller figuren til venstre. Merk spesielt
forholdene nar =27, d.v.s. i origo. Der er bade
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3. Integrasjon.

3.1. Beregning av volum.

+ Vigarutfraat r=f(8). Dersom & gker med en liten vinkel A@, far vi

et lite arealelement AA som vi kan finne ved & anta at r er radien i en
sirkel slik figuren til venstre antyder. Da blir

AA A6 2
/2 AA=Lr’A0=1(f(0)) -AO.
o zr’  2rx 2 2( )

7

Vi finner arealet som avgrenses av grafen til r = f (@) og de to radiene
r="f(6) ogr,=f(6,) ved & summere alle slike bidrag:

6=06, 6=6, )
A= A=Y 1(F(9)) -A0.
0=6, 6=6,

Nar A@ — 0, kan vi pa vanlig mate erstatte ~ med = samtidig som vi
erstatter A@ med d@ og integrerer istedenfor & summere. Da far vi:

Arealet er
A=§j:2(f(e))2de.

Eksempel 3.1: Beregn arealet som avgrenses av kardioiden
r=1-siné, 0e[0,2x].

Lasning: Arealet blir

A= %J'OZ”(l—sin ) do = %J'OM(l— 2sin@ +sin0)dé.
Na benytter vi at

cos(20) =1-2sin*0 < sin?6=21—-1cos(20).
Da blir

A= %j;”(l— 2sin 0+ (4 -1cos(20)))do = J';”(%—sin 0 —1cos(20))do

=260+ cos@—%-%sin(zﬁ)]sﬂ =32.27 +cos(27) - 4sin(47) - 0—cos0+ 1sin0

—3741-0-0-140=37

3.2. Beregning av buelengde.

Som fer antar vi at en funksjon er gitt i polarkoordinater ved
r=1(0).

Pa figuren til venstre ser vi et utsnitt av grafen til funksjonen nar 6

gker med en liten vinkel A@. Siden vinkelen er gitt i radianer, blir

Bjegrn Davidsen, Universitetet i Tromsg. 2010.




Forelesningsnotater i matematikk.
Polarkoordinater.

AH:A—b & Ab=r-AQ.
r

Videre ser vi at et bue-element As er gitt ved
85 = (ab)” +(Ar)” =(r-A0) +(ar) = 1 +(&) - a0,
Salarvi A — 0. Dablir

ds = /r2+(|im A) .do= \/f(e) (4@)" . do.
AO—0 A

Samlet buelengde fra A til B blir da

s=[rds=["\(f(@) +(f () d

Eksempel 3.2: Finn buelengden av kardioiden
r=1-siné, 96[0,27[].

Lasning: Vi har
r=f(@)=1-sin6 = f'(#)=-cosd
slik at
ds:\/(f(e)) +(£(0)) =(1-sin@)* +(~cos®)’ =1—2sin@ +sin’ @ + cos? @

=J1-2sin@+1=+2-2sind
Da blir buelengden

s=["V2-2sing-do =] "V2 -\i-sing-db.
Na innfarer vi en ny variabel t ved

O=t-3i7 = do=dt.
Da blir

1-sing =1-sin(t—17z)=1-(-cost) =1+ cost
slik at

s = J':”\/E-\/l—siné? .do = \/EEE\/H cost - dt .

Na kommer ngkkel-operasjonen: Vi benytter at
1
cos(t) =+, |— ;OSt & J1+cost =2+v2cos(it).

Her ma vi velge fortegn slik at +\/_cos(l ) alltid blir positiv. Dette innebeerer at vi velger

plussndr 0<it<iz < O0<t<z ogminusndriz<it<iz < 7z <t<3z.Dablir

s=ﬁj;\/1+cost-dt U V2 cos (% dt+j (- ﬁcos(%t))dtj

=2([25m(% )T;, ~[2sin(3t )];ﬁ):4(sin(%7r)—sin(%7z)—sin(%ﬂ)+sin(%ﬂ))
—4{t-32-(-42)+1)-8
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