Forelesningsnotater i matematikk.
Funksjoner. Kontinuitet. Side 1

Kontinuitet.

1. Definisjoner.

En enkel og lett forstaelig definisjon av begrepet kontinuitet kan vaere omtrent slik: En
funksjon er kontinuerlig i et intervall dersom du kan tegne funksjonsgrafen uten 3 lgfte
blyanten fra papiret. Ulempen med en slik definisjon er at den er temmelig ubrukelig til
formelle analyser.

Det fins flere formelle definisjoner av kontinuitetsbegrepet. Heldigvis viser det seg at alle er
ekvivalente. En enkel definisjon som ogsa er grei a bruke statter seg pa grenseverdibegrepet,
og ser slik ut:

Vi kan ogsa definere kontinuitet i et punkt etter ssmme mgnster som grenseverdien i et punkt:

Dersom f ikke er kontinuerlig, sier vi at f er diskontinuerlig.

Pa grunnlag av disse definisjonene kan vi vise:

Bjorn Davidsen, Universitetet i Tromsg. 2009.



Forelesningsnotater i matematikk.

Funksjoner. Kontinuitet. Side 2
. _________________________________________________________________________________________________________________________________________________________|

Vi kan undersgke kontinuitetsegenskapene til vare vanlige funksjoner en gang for alle. Da vil
vi oppdage at:

Veapnet med disse kunnskapene er det som regel ganske lett & undersgke kontinuitet, som
ekseplene nedenfor viser.

Lasning:
a) Bade teller og nevner er polynomfunksjoner, og falgelig kontinuerlige.
Da er ogsa brgken kontinuerlig unntatt muligens nar x =1.

Men vi ser at

X1 (x+1)M _

lem X_l =lem )(,/1 =le—>ml(x+1)=g.
Siden

o x*-1

| =f(1)=2,

xlm Xx—-1 ( )

er funksjonen kontinuerlig ogsa for x =1.

Da er funksjonen kontinuerlig for alle x e R.
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b) Bade teller og nevner er polynomfunksjoner, og falgelig kontinuerlige.
Da er ogsa brgken kontinuerlig unntatt muligens nar x = —1.

Ved direkte innsetting ser vi at teller gar mot (—1)2 — 2 =—1 mens nevner gar mot 0 nar

2 —
X — —1. Altsa eksisterer ikke lim X 22 ;
= (x+1)

Da er funksjonen kontinuerlig for alle x € R —{-1}, og diskontinuerlig for x = -1.

Oppgave 1.

For mer kompliserte funksjoner er fglgende setning nyttig:

Dersom en funksjon f er kontinuerlig for x=a, og en funksjon g er kontinuerlig for
x = f (a), er den sammensatte funksjonen g ( f (x)) kontinuerlig nar x=a.

Denne setningen ma vi illustrere med et eksempel.

Eksempel 2: Undersgk om funksjonen
f(x)=In(x*+1)
er kontinuerlig for alle xe R .

Lasning: Vi vet at x*+1 er en polynomfunksjon som er kontinuerlig for alle verdier av x.
Videre ser vi at x* +1 er positiv for alle verdier av x slik at In(x* +1) eksisterer. Dessuten vet

vi at Inx er kontinuerlig for alle x. Dermed kan vi sla fast at f (x) = In(x2 +1) er
kontinuerlig for alle xe R .

Noen ganger ma vi se om det er mulig a fa en funksjon gitt pa intervallform til a bli
kontinuerlig:

Eksempel 3: En funksjon f er gitt ved

f(x) = x? n%r x <1
a—Xx nar x2>1

Bestem (om mulig) tallet a slik at f blir kontinuerlig for alle xe R .
Lgsning: Vi ma bestemme a slik at

lim f (x)=1lim f(x) < limx*=lim(a-x) < 1’=a-1 < a=2.

x—1" x—1 x—1" x—1"

Oppgave 2.
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2. Egenskaper ved kontinuerlige funksjoner.

Det er flere grunner til at vi stresser med grenseverdier og kontinuitet. Den kanskje viktigste
grunnen er at disse begrepene er helt fundamentale nar vi om litt skal ga lgs pa derivasjon.
Men vi kan allerede na dra nytte av at en funksjon er kontinuerlig i et lukket intervall. Hva er

sa et lukket intervall? Det er kort og godt et intervall av typen [a, b], d.v.s. at endepunktene
av intervallet inngar i intervallet. Vi kan na vise at:

Dersom en funksjon f er kontinuerlig i et lukket intervall, har vi at:

1. Det eksisterer en gvre skranke M og en nedre skranke mslik at m < f (x) <M for alle
x €[a, b].

2. Det fins alltid et minimumspunkt x, € [a, b] og et maksimumspunkt x, € [a, b] slik at
f(x)< f(x)< f(x,) foralle x e[a, b]. De tilhgrende funksjonsverdiene f (X ) og
f (x,) er funksjonens minimums- og maksimumsverdier.

3. Dersom d er et tall som ligger mellom f (a) og f (b), fins minsten c e (a, b) slik at
f(c)=d.

4. Dersom f(a) og f(b) har motsatte fortegn, fins minsten ¢ e (a, b) slikat f (c)=0,

Noen kommentarer til disse setningene:

1: Vi kan vere sikre pa at funksjonen ma vaere begrenset, slik at funksjonsverdiene aldri kan
bli mindre enn den nedre skranken og aldri sterre enn den gvre skranken.

2. Funksjonen ma ha minst ett veldefinert minimumspunkt og minst ett veldefinert
maksimumspunkt. Merk at funksjonen kan ha flere minimumspunkter som har samme
funksjonsverdi, og / eller flere maksimumspunkter med samme funksjonsverdi.

3 Dersom du skal lgse en likning av typen f (x)=d, og ikke
klarer a lgse den eksakt, kan du finne en tilnaermet lgsning
dersom du finner to narliggende verdier a og b slik at f (a)
er litt mindre enn d, mens f (b) er litt stgrre enn d. Da kan

du velge en verdi x =c som ligger mellom a og b, finne
f (c) , 0g gjenta prosedyren inntil du finner en x-verdi slik at

f (x)~d. Se for gvrig eksemplet etter neste punkt.

4: Et spesialtilfelle av situasjonen over med d =0.

Bjegrn Davidsen, Universitetet i Tromsg. 2009.




Forelesningsnotater i matematikk.
Funksjoner. Kontinuitet. Side 5

Eksemplet nedenfor illustrerer hvordan du kan ga fram for a finne tilneermet lgsning av
likninger:

Eksempel 4: Vis at funksjonen
f(x)=4-x-Inx
har minst ett nullpunkt i intervallet [2.5,3] , 0g bruk dette til a finne en tilnzrmet lgsning av

likningen
4-x-Inx=0.

Lasning: Vi merker oss farst at f er kontinuerlig i intervallet [2.5,3] . Ved innsetting far vi

014 Vi antar at funksjonsgrafen er tilneermet rettlinjet i inter-

—++ >+ vallet [2.5,3]. Da far vi grafen til venstre. Den indikerer
25 26 27 28 2.9\310 X . . ; i
00 S at vi har en bedre Igsning naer x =2.9. Vi prover:
f(2.9)=4-2.9-1In(2.9)~0.035.
Vi kan na tegne en ny skisse for intervallet [2.9,3] , 0g den antyder en lgsning naer x = 2.93.
Vi praver denne lgsningen:
f(2.93)=4-2.93-1n(2.93) ~ -0.005.
Vi sier oss forngyd med denne ngyaktigheten, og sier at likningen
4-x—Inx=0
har en tilneermet lgsning x ~ 2.93.

i f(2.5)=4-25-In(2.5)~0.584
o5l ! mens
ok | f(3)=4-3-In3~-0.099.
03+ % Da ma f ha et nullpunkt i intervallet [2.5,3] .
0.2+ !
|

o

Oppgave 3.

| forbindelse med derivasjon skal vi se pad Newtons metode for numerisk lgsing av slike
likninger. Dette er en metode som raskt gir sveert ngyaktige lgsninger.
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