Forelesningsnotater i matematikk.
Fourier-rekker.

4. Fourier-rekker for jamne og odde funksjoner.

4.1. Beregning av Fourier-koeffisienter for jamne og odde funksjoner.

La os starte med a rippe opp i et par definisjoner:

Dersom f er en jamn eller en odde funksjon, kan beregningen av Fourier-koeffisientene
forenkles mye. Vi kan nemlig vise at:

Du finner beviset for disse setningene i et vedlegg.
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Det er to store fordeler ved a bruke disse setningene:

e Vi vet pa forhand at halvparten av koeffisientene blir lik null, og trenger derfor ikke a
beregne dem.

e Ved beregning av de gjenvaerende koeffisientene skal vi kun integrere fra 0 til L. Dette
gir som regel mye enklere regninger enn & integrere fra T til T +2L.

Men far vi kan bruke setningene, ma vi vise at funksjonen er jamn eller odde. Vi starter da
gjerne med a tegne funksjonsgrafen. Hvis denne tyder pa at funksjonen er jamn eller odde, ber
vi pavise dette ved regning. Dette gjares slik:

Late[0, L], slikat —t e[-L, O]. Erstatt t med —t i funksjonsuttrykket nér t [0, L]. Hvis du
da far samme funksjonsuttrykk som det som gjelder nar t e [-L, 0], er funksjonen jamn. Hvis

du far samme funksjonsuttrykk som det som gjelder nér t € [-L, 0] men med motsatt fortegn,
er funksjonen odde.

Eksempel 4.1: Bruk setningene ovenfor til & bestemme Fourier-rekka til funksjonen i
Eksempel 3.2:
f(t)=t nér -z<t<urz,

f(t+27r): f(t)

Lasning: Funksjonsgrafen antyder at funksjonen er odde. Vi viser det slik:
Late[0, z]. Daer f(t)=t.Sa erstatter vi t med —t, og far

f(-t)=-t=—1(t).

Altsa er funksjonen odde. Se ogsa grafen til funksjonen i Eksempel 3.2.

Vapnet med denne kunnskapen og setningene ovenfor, kan vi na sette:

a =0 forn=0,1,23, ..

n

b, :% [7 (t)sin(nt)at :% [ "tsin(nt)at =ﬂn—1zsin(m)—%cos(”t)l

2

= E(i(sin(nyz) —sin0) - =cos(nz) +gcosoj

7 \n n n

2(1 T n 2 n
=5 =.0-5(-1)"+0|=-=-(-1

2 Z0-Ze+0)=-2.(
forn=1,2,3, ...

Og dette er de samme koeffisientene som vi fikk fer, men med mye mindre regning.

Sa tar vi et eksempel med en jamn funksjon:
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Eksempel 4.2: Finn Fourier-rekka til funksjonen f definert ved

~t nar -z <t<0
f(t)= : f(t+27)=f(t).
(t) {t nar 0<t<uz (t+2m)=1(1)

Lasning: Vi starter med a tegne et utsnitt av grafen til funksjonen:

A1)

~ VY

27 7 0 V4 2 3z 4
Grafen tyder pa at funksjonen er jamn. Vi viser dette slik:
Vilar te[0,7),slikat f(t)=t.
Sé erstatter vi t med —t, og far f (-t)=-t.
Men —t befinner seg i intervallet (-7, 0). Derer f(t)=-t.
Altsé er f(-t)= f(t), som viser at funksjonen er jamn.

Na er vi klar til a beregne koeffisientene. Vi benytter daat L =7 :

I L B Y L SR
ao—”jotdt—ﬁ{ztl 277(7[ 0%) ;

2 ¢x 2 ¢n 2[ cos(nt) t-sin(nt)]”
an:;JO f(t)cos(nt)dt=;jot-cos(nt)dt:;{ n(2 )+ n( )}

- 2( L cos(vr)-os(0) + Hsi(ve)-sin(0) = 2( (- 1)

o

nar n=135,---

=3 zn®

0 nar n=24,6,---
b,=0 forn=1,2,3, ...

Da blir Fourier-rekka
T

4 1 1 1
> —;(cost +§cos(3t) +?cos(5t) + ] = E——Z—)

Na er tiden inne til a trene: Oppgave 4.1 0g Oppgave 4.2.

Noen ganger kan en periodisk funksjon som i utgangspunktet verken er jamne eller odde,
danne utgangspunkt for en jamn eller odde funksjon ved a forskyve funksjonen i koordinat-
systemet (eller ved a forskyve koordinatsystemet). Teknikken er vist i et vedlegg.
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4.2. Halvperiodiske utvidelser.
Vi tar utgangspunkt i en funksjon f (t) som er definert nér t <0, L>. Vi kan ikke uten

videre finne Fourier-rekka til en slik funksjon siden den ikke er periodisk. Men vi kan lage 0ss
en periodisk funksjon pa grunnlag av f, og finne Fourier-rekka til den nye (periodiske)
funksjonen. Dette kan gjeres pa flere mater. Vi skal se pa de to vanligste: odde og jamne
halvperiodiske utvidelser.

f(t)
Vi starter med funksjonen f (t), te <O, L) som for eksempel kan se ut

|

|

|

| som pa grafen til venstre.
0 L't

Vi far den jamne halvperiodiske utvidelsen ved & "speile” grafen om y-aksen, og deretter
gjenta mansteret periodisk slik figuren nedenfor viser:

AAA

Vi far den odde halvperiodiske utvidelsen ved & "speile” grafen om origo, og deretter gjenta
mgnsteret periodisk slik figuren nedenfor viser:

f(t)
/E / 1 ! . / .
-V 0| I,I/ 2L 3:L 4— 5L T

For slike halvperiodiske utvidelser kan vi finne Fourier-rekka ved hjelp av formlene for
henholdsvis jamne og odde funksjoner.

rrrF-—-—--=

Eksempel 4.3: Vi har gitt funksjonen
f(t)=t*, 0<t<1.

a) Finn Fourier-rekka til den jamne halvperiodiske utvidelsen.
b) Finn Fourier-rekka til den odde halvperiodiske utvidelsen.

Lasning: (1) ,
Vi starter med a tegne grafen til f (t):

0.0
0.0 0.5 1.0

a) Grafen til den jamne halvperiodiske utvidelsen er vist nedenfor:
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3 2 1 lo 1 2 3 4 5 "t

Den halvperiodiske utvidelsen far periode p=2L =2 < L =1. Fourier-rekka blir

a, + ian cos(nzt)

n=1
der
1
8, =~ ["f(t)dt=1 J-tdt—{l 3} _1
L-o 3 1 3
2L
:EJO f (t)cos(nZt) dt_—_[ t? cos(nzt)dt
1 .
2 2 2_2
= ( nzcos(nz)+(n*z )sm(nzr))
2 n (_1)n4
=n3ﬂ3(2n7[(—1) +0)= )
forn=1,2,3, ...

Her er det bestemte integralet beregnet med kalkulator. Altsa er Fourier-rekka

o0

a5t

=

COosS n7Z't

Summerer vi leddene til og med n =6, blir grafen til Fourier-rekka slik:

1.0
S
-3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 t

b) Grafen til den odde halvperiodiske utvidelsen er vist nedenfor:

Af (t)

AV EAs
AN aa

Den halvperiodiske utvidelsen far periode p=2L =2 < L =1. Fourier-rekka blir

ibn sin(nzt)
n=1
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der
_ J' (t)-sin(nzt)dt —J' t?sin(nzt)dt

((n;r —2)cos(nz) - 2(n7rsin(n7z)—1))
_ 323 ((n2* -2)(-1)" +2) = 2 (n°7*(-)" -2(-2)" +2)

n"z n"z
-2 ) - —2(-1)" 4 ;
- (e s 2 () - 2y
ni_% nar n=13,5,--
_nx T
- ; o
- nar n=2,4,6,---
Nz

Her er det bestemte integralet beregnet med kalkulator. Fourier-rekka blir da
> b,sin(nzt)
n=1

der b, er gitt ovenfor. Summerer vi leddene til og med n =8, blir grafen til Fourier-rekka

A EA A

Na bgr du trene selv pa Oppgave 4.3.

Her er et (av mange) eksempel pa hva dette kan brukes til: Anta at du har utfgrt en maleserie,
og vil lagre denne maleserien. Da ma du kanskje lagre tusenvis av maledata. Men hvis du
beregner Fourier-transformen av en halvperiodisk utvidelse av maleserien, og lagrer Fourier-
koeffisientene, kan det veere tilstrekkelig med “bare” noen hundre Fourier-koeffisienter for a
fa gjenskapt maleserien med sveert god ngyaktighet. Smart, ikke sant?

Hvis du skal bruke Fourier-teknikk i for eksempel signalanalyse, kan det lgnne seg a lese litt
mer om Fourier-rekker:

e Fourier-rekker pa amplitude-fase-form.

e Fourier-rekker pa kompleks form.

e Fourier-transform.
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