Forelesningsnotater i matematikk.
Fourier-rekker.

3. Beregning av Fourier-rekker.

3.1. Formlene for Fourier-koeffisientene.
Vi gar rett pa sak:

Legg merke til at:
e Vi ma forutsette at funksjonen f er periodisk.
e Vi har innfgrt en sterrelse L som er halve perioden: p =2L.
e | de integralene som inngar i definisjonen ovenfor, skal du integrere over en hel
periode, fra et fritt valgt start-tidspunkt T til et slutt-tidspunkt T + p=T +2L.

S& kommer hovedpoenget:

Hovedpoenget i Fouriers setning er et at overalt hvor f er kontinuerlig, vil Fourier-rekka veere
lik den funksjonen f som er brukt ved beregning av Fourier-koeffisientene.

Bjorn Davidsen, Universitetet i Tromsg. 2009.



Forelesningsnotater i matematikk.
Fourier-rekker.

Jeg skal etter hvert foreta en delvis utledning av denne setningen. Men farst skal vi se pa et
par eksempler pa bruk av setningen. For ikke & forkludre eksemplene med omstendelige
integrasjoner, vil jeg om ngdvendig lgse de ubestemte integralene med dataverktay.

Eksempel 3.1: Finn Fourier-rekka til funksjonen f gitt ved

f(t)={0 nér teiom ) f(t+27)= (1)

1 nér te[O, 7r>

Lasning: Grafen til funksjonen ser slik ut:
Af(t)
1

2r - 0 V4 2z 3z 7

Vi ser at perioden er p =2, slik at i formlene for Fourier-koeffisientene setter vi L = . Det

er mest hensiktsmessig a integrerer fra —r til 7 (eller fra O til 27 ). Da far vi:

oy = | f (0t = ([ 0dt+ [ Lelt) = [t]; =~ (- o)_Z

Nar n=1, 2, 3, --- far vi:

L(1 ogts (“1-cos(n=t)dt) = L Lsin(ut) |
——I -cos(n<t) t—;(_[_”OdtJrJ'O1-cos(n;t)dt)_ﬁ{nsm(nt)}0
1, . .
_E(sm(nﬂ)—smo)_g
L *1.sin(nzt)dt] = 2| = ’
——I -sin(nZt) t—;(J'_”Odt+.[01-sm(n;t)dt)—7{{ncos(nt)}0

2 ndr n=13, 5}

—1 n nz
E(cos(nfz)—C050)=E((_l) _1)_{0 nar n=2,4,6,---

Vi ser at alle cosinus-leddene forsvinner, slik at Fourier-rekka blir
lJrgsint +£sin(3t)+£sin(5t)+£sin(7t)+ ---:£+g
2 3 S5r 1 2 mito2n+1

sin((2n+1)t).

Noen merknader til beregningene av koeffisientene:
e a, blir gjennomsnittsverdien av f over en hel periode.

e Husk at n er et helt, positivt tall. Da blir:
sin(nz)=0 foralle n.

cos(nz) blir lik —1 nar n er et oddetall og 1 ndr n er et jamt tall.

Eller enklere: cos(nz)=(-1)".

Det kan ofte veere vanskelig a skrive Fourier-rekka med summasjonssymbol. Jeg vil derfor
anbefale at du skriver ut noen ledd i rekka slik at du ser systemet, og deretter utforme rekka
ved hjelp av summasjonssymbol.
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La oss se pa konvergensen av rekka i eksemplet ovenfor. Vi danner da partialsummene

1 2.
s, =—+—sint
2

s, =1+Esint +£sin(3t)
2 3

S :%+§sint +%sin(3t) +%sin(5t)

1 2. 2 . 2 . 2 .
S, =—+—sint+—sin(3t)+—sin(5t)+—sin(7t

Y2 o 37r()57z()77z()
og tegner grafene til disse summene sammen grafen til f.

Farst s, 0g s,:

f(t) ,A
ﬁ 1-@ m
:::\);\_)/:::\J@v::::ﬁ>
5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10t
-1 -
Sas, 09 s,:
f(t) ,A

Du er sikkert enig i at jo flere ledd vi tar med i rekka, jo mer nzermer summen av rekka seg
mot f.

La oss til slutt se neermere pa hva som skjer nar vi setter inn noen spesielle verdier av t i
rekka. Vi starter med a sette inn t =0. Da er funksjonen diskontinuerlig, funksjonsverdien
”hopper” fra 0 til 1. Fouriers setning sier at Fourier-rekka i et slikt diskontinuitetspunkt skal
konvergere mot

5(0+1)=1.
Og det er nettopp det som skjer, fordi alle sinus-leddene blir lik null nar t =0 slik at rekka
kun bestdr av konstantleddet 1. Det samme skjer i alle diskontinuitetspunktene (d.v.s. nar

t=m-z der mer et helt tall). Da far Fourier-rekka verdien
1 sin((2n+1)-mz) = 1

m2n+1 2

fordi alle sinus-leddene blir lik null.

1
=+
2
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S& kan vi sette t =1 . Da er funksjonsverdien lik 1, slik at

1 2. 2 . 2 . 2 .
—+;Sln(%ﬂ')+—3m(3~%ﬂ')+§Sln(5~%ﬂ)+ﬁsm(7~%7Z')+---=1

JT
14—-%-1+—g—-(—1)+—2—-1+—2—(—l)+ =1
2 3 5r T
2 12 12 12 1
E — e — . — ...—1__
7 37 57 1T x 2
2 1 1 1 1
Y l1-—F———F ... ==
T 3 5 7 2
1 1 1 T
S l-——F=-—=+ ==
3 5 7 4
Vi ser at vi har funnet summen av den alternerende rekka
1 1 1
__+___
3 5 7

Men vi kan ogsa bruke dette resultatet til 2 beregne 7 med ganske stor ngyaktighet, bare ved
a ta med tilstrekkelig mange ledd i summen. Vi far

7r=4(1—1+£—1+---j.
3 5 7

Vi tar et eksempel til:

Eksempel 3.2: Finn Fourier-rekka til funksjonen f gitt ved
f(t)=t nér -z<t<urz,

f(t+27r)= f(t)

Lasning: Grafen til funksjonen ser slik ut:
AT

~Yy

-1

Ogsa her er perioden p =27 slikat L =7 . Vi integrerer fra —x til x, slik at koeffisientene
blir:

p— 1 d
=l

f(t)dt=— ”tdt:iFtZT . (72 = (-=)")=0.

2" 27| 2

8

Nar n=1, 2, 3, --- far vi:
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o, ~¢ ] 1(0)-cos(ngt)at = t-cos(nzt)dt =2 cos(or)« Lsin(nt) |
=i(n—i(cosw)—cos(—nn>)+§sin<m>—%m(—m)]
=§(n—£(<—1>“—(—1)“)+o—oj=g

b, =L £ (0)-sin(ngt)dt =1 -sin(nzt)dt = 1| Zsin(or) L cos(r) |
=i(n—i@in(m)—sin(—nn))—ﬁcosw)+%cos<—rw>j
~Ho-0-Zay -2y |- Zyy

Altsa blir Fourier-rekka

n+l
0 +%sint —%sin(Zt) +§sin(3t) —%sin(4t) b ana= 22(_1) sin(nt).

Figurene nedenfor antyder hvordan Fourier-rekka konvergerer mot den gitte funksjonen. Farst
ser vi grafene til partialsummene

s, :%sin(t)

0g
S, :%sin(t)—%sin(Zt)+§sin(3t) ;

fiy A

— — A -
-4 2 1 2 4 8 0
& Z X :
2T
Sa tar vi partialsummen
2

S, = Isin(t) —%sin(Zt) +§sin(3t) —%sin(4t) +§sin(5t) ;

iy A

ANV
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Du ser hvordan Fourier-rekka konvergerer mot den opprinnelige funksjonen nar antall ledd
gker?

Begge eksemplene ovenfor hadde perioder p =27 . La oss avslutte med et eksempel som har
en annen periode. Som far utfgres de fleste ubestemte integrasjoner med dataverktgy.

Eksempel 3.3: Finn Fourier-rekka til funksjonen f gitt ved
f(t)=t* ndr0<t<1, f(t+1)="f(t).
Bruk resultatet til & finne summen av den uendelige rekka som framkommer nar t=0.

Lasning: Denne funksjonen har periode
p=2L=1 & L=
Dette farer til at

N&r n=1, 2, 3, --- far vi:

:—J' -cos(nzt) dt—ZJ' t* - cos(2nzt)dt

=2. 47[13n [erntcos(Zn;zt) sin(2n;z*t)+Zﬂznztzsin(Znﬂt)]:

= %(Zﬂn cos(2nz) —sin(2nz) + 2z°n’sin(2nz) - 0+sin0-0)

27°n
_ ! (2n7z 1)
272 z°n’
:_I -sin(nt)dt =2 't?sin(2nat)dt

=2. 13 - [COS(ZI’VZT)+ZﬂntSin(znﬂt)—27[2n2t2COS(2n7rt)]:

4z°n
= ﬁ(cos(mzz) +27nsin(2nz) - 27°n* cos(2n7) — cos0— 0+ 0)
T
1
- 27°n® (1+0 e .1_1) - 27°n® (—Z;Z-an) - _7m

Altsa blir Fourier-rekka

ao+iancos(n%t)+ibnsin(n%t): izi% s(2nxt) - i n(2nzt).
n=1 n=1 T n=1 n-1

ooll—\
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Som kontroll har jeg tegnet grafen til den opprinnelige funksjonen f, sammen med partial-
summer med henholdsvis 4 og 15 ledd i hver rekke.

f(t) . A

I ’ I ' ’ I Ha—
-2 -1 0 1 2 3
t
\V/\V H—
-2 -1 3
A /\y" Ham—
-2 -1 3
t

Né&r t =0, blir alle sinus-leddene lik null mens alle cosinus-faktorene blir lik 1. Da blir
1 1&1 1 1&1 1 1 1 2 1 7
4+ —11="(140) & =) -—-—=—-""=" & —_ =,
3 ﬂznz,;‘nz 2( ) 7’=n> 2 3 6 nZ:;‘nz 6

Beregningene av Fourier-koeffisientene kan medfgre kronglete integrasjoner. Jeg har laget et
lite notat om hvordan du kan bruke Scientific Notebook til a beregne disse koeffisientene. |
det notatet finner du ogsa hint om hvordan du kan fa tegnet opp grafen til de farste leddene i
ei Fourier-rekke.

Oppgave 3.1.

3.2. Utledning av formlene for Fourier-koeffisientene.

Na er det pa tide a vise hvordan formlene for Fourier-koeffisientene framkommer. Vi skal
begrense oss til 4 utlede disse formlene, og skal ikke undersgke konvergensen. Vi skal derfor

anta at nar vi har en periodisk funksjon f (t) med periode 2L, er det alltid mulig & finne
koeffisienter a,, a, og b, slik at
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—a, + ian cos(nzt)+ ibn sin(nzt) (%)
n=1 n=1

Vi far bruk for noen integrasjonsformler:

Merk at pa en strekning fra t =T til t =T + 2L vil funksjonene sin(n£t) og cos(n=t)
utfare n hele svingninger.

Du klarer sikkert & utlede formel (1) selv. De andre tre formlene er mer plundrete. Jeg har
derfor flyttet hele utledningen til et vedleqg.

Vi starter med & utlede formelen for a,. Vi integrerer da (*) over en periode, d.v.s. fra t=T
til t=T +2L. Da far vi

ITML f(t)dt= _[TML[aO +ian cos(n%t)+ibnsin(n%t)]dt
n=1 n=1
T+2L 2 T+2L X T+2L . i
:aOIT dt+§(aan cos(n%t)dt)+§(an sm(nft)dt)

=a0[t]1*“+ian-0+ibn-0=ao((T+2L)—T)=2L-a0
n=1 n=1

slik at
1 pT+2L

=— f(t)dt.
a=or) f(t)

Sa skal vi utlede formlene for a, . Vi multipliserer da (*) med cos(m%t) 0g integrerer over
en periode. Da far vi:
jMLf(t) cos(m£t) dt—aoj cos mZt)dt
.

+Za IT+2Lcos(n%t)-cos(m%t)dt

+Z_;‘an'T+ Lsin(nft)-cos(m%t)dt
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Na tar vi en titt pa hjelpesetningene 1, 2 og 4. Da ser vi at alle integralene blir lik null, med ett
viktig unntak: Nar n = mblir

j:+2ﬂcos(m%t)-cos(n{t)dt =L.
Dermed star vi igjen med
J'TML f(t)-cos(mzt)dt=a,-0+a,- L+gbn .0
som gir
T+2L
=—I )cos(mzt)dt.

Og dette er jo den formelen vi skulle fram til (at indeksen heter m istedenfor n har jo ingen
betydning).

P4 samme mate utledes formelen for b, . Vi multipliserer (*) med sin(m%t) 0g integrerer
over en periode. Da far vi:

T+2L . z
[ f(t)-sin(mzt) dt—aﬂj “sin(m=t)dt
+Za J'MLcos( zt)-sin(m=t)dt

+Z_;bn_|‘T+ sin(n£t)-sin(mzt)dt

Na bruker vi hjelpesetningene 1, 3 og 4. Da ser vi at alle integralene blir lik null, med ett
viktig unntak: Nar n = mblir

I:+2”sin(m%t)~sin(n%t)dt =L.
Dermed star vi igjen med
j:+2L f(t)-sin(mzt)dt = a, -0+Z:‘an 0+b_-L
som gir
T+2L
:—J' t)sin(m=t)dt.

3.3. Et stagrre eksempel.

Til slutt skal vi se pa et starre eksempel, som farer til noksa kompliserte integrasjoner dersom
de skal utfares for hand. Beregning av ubestemte integral er derfor stort sett foretatt ved hjelp
av dataverktgy. Dersom du vil utfgre integrasjonene for hand, bgr du ta en titt pa utledningen
av formlene for Fourier-koeffisientene der de aktuelle integrasjonsformlene er utledet.

Eksempel 3.4: Dersom sinus-spenningen
g(t)=sin(xt)
likerettes, far vi det periodiske signalet
0 nar -1<t<0

f(t):{sin(ﬂt) nar 0<t<1’ (2= )

Finn Fourier-rekka til denne funksjonen.
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Lasning: Grafen til f er tegnet nedenfor:
) ,

~
—

N N
Dette er en periodisk funksjon med periode
p=2L=2 < L=1.
Fourier-rekka blir av formen

a, + ian cos(n<t) +ibnsin(n%t) =a, + ian cos(nzt) + ibnsin(nﬂt).
n=1 n=1

n=1 n=1
Vi beregner koeffisientene slik:

ao__J' dt— (I sin 7rt dt+j Odt) E{—icos(ﬁt)}l

T 0
=—%(cos;r cos0) = 21( 1-1)= é
a, =%-.[02 f (t)-cos( J' -cos(nzt)dt
1 cos((n-1 7z) cos( n+1 7zt)
oz n-1 n+1

der integrasjonen er utfart med kalkulator. Men pa grunn av faktoren (n—1) i den farste

nevneren, er dette resultatet kun gyldig nar n=2, 3, 4, ---. Tilfellet n =1 ma altsa spesial-
behandles.

Nar vi setter inn grensene, benytter vi at cos(nz)=(-1)". Da blir

=i(cos((n—l)ﬂ)—coso_cos((n+1)7z)—cosoJ:i[(_l)n1_1 (_1)n+1_1J.

"2z n—1 n+1 2 n-1  n+1

Men
B -1 ndr n=246,--
_1nl: _1n+1: ) Ty Y,y
( ) ( ) {1 nar n=35,7,--

Da far vi at:
Nar n=2,4,6,--- er

L 1 ()" -1 ()" -1 _i(_1—1_—1—1j_i[ 2 2 j
" 2z n—1 n+1 2z\n-1 n+1) 2z\n-1 n+1
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Nar n=3,5,7,--- er

. ZL((—l)"_l—l_(—1)”+1—1J:L(ﬂ_ﬁ]:

" 2r n-1 n+1 2z\n-=1 n+1

Na gjenstér det bare a behandle spesialtilfellet n=1. Da blir
a = J' -cos(£t)dt —.[ sin(zt)-cos(zt)dt

:{*Efﬁt)}o:%(—cos(znﬁcoso) 417[( 1+1)=0

Vi far altsa at
0 nar n=135,:-

B =1_=2 g n=2,4.6, -

ﬂ(nz—l)

Beregningen av b, er (nesten) like omstendelig:
1¢2 . i .
b, :EJ'O f(t).sm(n%t)dt:josm(;zt)-sm(n;zt)dt

1 sin((n—1)xt) B sin((n +l)7rt):|1

27 n-1 n+1

der integrasjonen er utfart med kalkulator. Men pa grunn av faktoren (n—1) i den farste

nevneren, er dette resultatet kun gyldig nar n=2, 3, 4, ---. Tilfellet n =1 ma altsa spesial-
behandles. Vi setter inn grensene, og far at

b i_sin((n—l)ﬂt)_sin((n+1)m)]1
! 2ﬂ_ n—1 -

_ 4 Sin((n—l)ﬂ)—sino_sin((n+1)7z)—sinoJ:0
” -t n+1 0

Na gjenstér det bare & behandle spesialtilfellet n =1. Da blir
. . 1, 1 . 1
b, = J' -sin(Z£t)dt —j sin(zt)-sin(zt)dt =J03|n2(ﬂt)dt :E[Zﬂt—sm(Zﬂt)]O

1 ; ]
:E(Zﬂ —sin(27)—0+sin 0) =

N =

Vi samler tradene, og setter opp Fourier-rekka til f:

1cos(2k7zt)+%sin(7zt).
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Figuren nedenfor viser grafen av den rekka som framkommer ved a ta med bare to ledd i
summen. Vi ser at resultatet er overraskende bra.

1.0

Oppgave 3.2, Oppgave 3.3.

Sveert ofte kommer du bort i periodiske funksjoner som er enten jamne eller odde. Da er det
mye lettere a beregne Fourier-koeffisientene, som vi skal se i neste notat.

Fourier-rekker kan bl.a. brukes til a lgse differensiallikninger som inneholder periodiske
funksjoner. Teknikken er illustrert i et lite notat.
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