Forelesningsnotater i matematikk.
Fourier-rekker.

3.4. Lgsing av differensiallikninger.

Vi skal na se hvordan vi kan bruke Fourier-rekker til a lgse differensiallikninger der en
periodisk funksjon inngar. Vi skal ngye oss med & se pa et lite eksempel som illustrerer den
generelle framgangsmaten.

Eksempel 3.5: Lgs differensiallikningen
y'®O+yt)=f(1).
der
-1 nar -1<t<0
F(t) = n?r <t<
1 nar O<t<l1

f(t+2)="f(t)

Lgsning: Vi vet at lgsningen av slike differensiallikninger kan skrives pa formen
y(®) =y, () +y, ()

der y, (t) er lgsningen av den homogene likningen mens yp(t) er en partikulaer lgsning.

Vi finner farst y, (t) ved & lgse likningen

dy, N J‘%

Yo+ Y,=0 & —t=-y, =—I dt < Iny,=-t+InC
Yh

dt

< Iny,-InC=~+t < In(é‘] -t < %:e“ <y, (t)=Ce"

Viserat y, (t) = 0 ndr t — . Derfor er den partikuleere lgsningen mest interessant. For &
finne en partikuleer lgsning, skriver vi farst f (t) som ei Fourier-rekke. Vi merker oss da at
f (t) er en odde funksjon med periode p=2 < L=21p=1.Dablir

a, =0 foralle n.

=—J' )sin(nzt) dt_ZI 1. Sln(nﬂt)dt—z_—l[COS(nﬂt)]Z
nz

< npar n=135, -

= _—Z(cos(nyz) —cos0) = i(1—(—1)“) - {””

nz nz 0 nar n=24,6,--
Fourier-rekka til f (t) blir da

F(t)= Zb sin(nzt) =— ZZkl

7T k=1

1sin((2k —1)xt).

Nar vi nd skal finne en partikuleer lasning y, (t), er det rimelig & anta at y,_ (t) er av samme

form som f(t). Menselvom f (t) bare inneholder sinus-ledd, mé vi veere forberedt pé at
Yo (t) inneholder en kombinasjon av sinus- og cosinus-ledd. Da far vi:

y, ()= i(snsin(nzzt)+ c,cos(nzt))

= y,'(0= i(sn -nz -cos(nzt) —c, -nz -sin(nzt))

n=1
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Sa setter vi dette inn i likningen. For oversiktens skyld setter vi bare inn i venstre side farst:

o0

> (s, -nz-cos(nzt) —c, -nz-sin(nzt)) + i(sn sin(nzt) + ¢, cos(nzt))

n=1 n=1

i( nzs, +¢,)cos(nzt) + (-nzc, +s, )sin(nzt))

Dersom denne venstresiden av likningen skal veare lik Fourier-rekka pa hgyresiden for alle
verdier av t, ma vi for alle n=1,2,3,--- haat:

nzs,+c, =0 < c, =-nzs,
-nzc, +s,=b, < —nz(-nzs,)+s,=h

n n

1 4
o s (nPr?+1)s, =b < Snz%bn: g Mr =135
el 0 ndr n=2,4,6,-
Da blir
—Nz L e S SV n=135, -
C,=—N7s, =———b =1n’7*+1 nz n’z%+1
nz°+1 ° 0 G DG

Vi samler tradene, og finner at

y(t)=Ce " + i(sn sin(nzt) + ¢, cos(nzt))

n=0

1 .
=Ce™ +4Z(((2k g +1)((2k_1)7[sm((2k—1)7zt)—cos((2k—1)7zt)j]

Det ble ganske mye arbeid selv om dette var et enkelt eksempel. Men framgangsmaten blir
alltid den samme: Finn Fourier-rekka til periodiske funksjoner som inngar, og anta at
Igsningen er av samme form som den eller de leddene som inngar i Fourier-rekkene. Dersom
noen ledd i slike lgsninger allerede inngar i lgsningen av den homogene likningen, ma slike
ledd multipliseres med t. Etter en del regning vil du fa rekursive likninger som kan brukes til a
bestemme koeffisientene i lgsnings-rekkene.
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