Forelesninger i matematikk - Funksjoner av flere variable.
4. Tangentplan, tilvekstformel. Side 4 - 1.

4. Tangentplan, tilvekstformel.

4.1. Tangentplanet.

Nar vi studerer funksjoner av en variabel, er tangenten til funksjonsgrafen et nyttig hjelpe-
middel. Nar vi studerer funksjoner av to variable, er tangentplanet til funksjonsgrafen et like
nyttig hjelpemiddel.

Men hva mener vi med tangentplanet til grafen til en funksjon av to variable? En innledende
forklaring kan veere slik: Gitt ei flate som er grafen til en funksjon z = f (x,y) og et punkt P
pa denne flata. La A og B vaere to andre punkt pa flata slik at P, A og B ikke ligger langs ei
rett linje. Da vil disse tre punktene entydig definere et plan. La sa A og B ga mot P mens de
hele tiden ligger i flata. Det planet vi far nar A og B faller sammen med P er da tangentplanet
til flata i punktet P. Dersom funksjonen er kontinuerlig rundt P vil det ikke spille noen rolle
hvilke retninger A og B beveger seg i nar de naermer seg P og faller ssmmen med P.

Pa grunnlag av beskrivelsen ovenfor kan vi finne likningen for tangentplanet til ei flate i et
punkt P med koordinater (x,,Y,,Z,) der z, = f(X,,Y,). Utledningen er dyttet ned i et

vedlegg, men resultatet er:

Gitt en funksjon f som er kontinuerlig rundt et punkt
P(meo’zo = f (meo))'

Da er tangentplanet til funksjonsgrafen gitt ved

L O (%0 Y) of (%5, Yo)
z —ZO+T(X_X0)+T(y_yO)

of (X1 Yo)

Her betyr
y OX

at du farst finner den partielle deriverte og deretter setter inn verdiene

of (%,
for x, og vy, . Tilsvarende for M

Eksempel 4.1: Finn tangentplanet til grafen til
z=f(xy)=2-1x2+1ix-1y?
i punktet (1,2).

Lasning: Vi finner farst z-verdien i punktet:
zo=T(X,Yo)=f(L2)=2-1.1+1.1-1.22 =1,

4

Videre blir
of (X,,Y of (1,2
(52( o): ((3)( ):(_X_,_%);_lzz_l_,_%:__%
09
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Forelesninger i matematikk - Funksjoner av flere variable.

4. Tangentplan, tilvekstformel. Side 4 - 2.
of (gyO)zafg;z)_(_%y)ﬁlz:_%.z:__l
Da blir likningen til tangentplanet
z=1, +—af (2‘; yO)(x—xo)+ o (Xo’yo)(y— Yo)
=1-1.(x-1)-1-(y-2)=1-ix+1-y+2
=—2X-Y+1

Til venstre ser du grafen til funksjonen sammen med
tangentplanet (som er tegnet som et rutenett).
Tangeringspunktet (1,2,1) er ogsa tegnet inn som en
liten prikk.

| eksemplet ovenfor oppfarte tangentplanet seg slik vi forventer at et tangentplan skal oppfare

seg: Det tangerte (berarte) graf-flata til f i ett punkt. Men det er ikke alltid slik. I eksemplet
nedenfor ser du en annen situasjon:

Eksempel 4.2: Finn tangentplanet til grafen til
z="f(xy)=x%
i punktet (0,0).

Lasning: Vi ser at i punktet (0,0) er

z=0-0°= 0.
Videre er
o(0.0) gt oo
OX y=0
m = X3 .1|X:0 = O
oy o=

slik at likningen for tangentplanet blir
2=0+0(x-0)+0(y-0)=0.

Tangentplanet faller altsd sammen med xy-planet. Dette er illustrert ovenfor, der du ogsa ser
at tangentplanet faller ssmmen med graf-flata til f ikke bare i origo men langs hele y-aksen, og
at tangentplanet ogsa skjeerer gjennom graf-flata til f.

4.2. Tilvekstformelen.

Huvis vi er et sted pé grafen til z= f (x,y) nar tangeringspunktet P(x,,Y,,z,), vil grafen til f
ligge naer tangentplanet. Et punkt z i tangentplanet gitt ved
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Forelesninger i matematikk - Funksjoner av flere variable.

4. Tangentplan, tilvekstformel. Side 4 - 3.
of (X,,Y of (X, Y
7= zo+(a—j(°)(x—xo)+%(y— Yo)

vil da veere en tilneermet verdi for et punkt z = f (x,y) pé graf-flata.

For & markere at (x, Y, z) ligger naer P, erstattes gjerne x —x, med Ax, 0g y — Y, erstattes

med Ay. La na z veere et punkt pa graf-flata til f. Da er

o+af(2:(’y°)-Ax+af (X"’yo)-Ay.

Setter vi videre z -z, = Az, far vi:

I=Z

Az NG (%:%) - AX +
OX

A (%¥o) yy

Denne formelen kalles ofte tilvekstformelen i to variable.

Formelen er illustrert i en egen figur.

Slik formelen star i ramma ovenfor, forutsettes det at z er en funksjon av to variable x og y.
Men formelen utvides lett til & gjelde for funksjoner av flere variable. Det er bare a legge til
flere ledd av samme typen som de to leddene som allerede star pa hgyre side av likhetstegnet.

Eksempel 4.3: En rett sylinder har grunnflateradius R =10cm og hgyde h =40 cm. Finn et

tilneermet uttrykk for gkingen i volum dersom radien gker med 0.1 cm samtidig som hgyden
avtar med 0.2 cm.

Lasning: Volumet til sylinderen er gitt ved
V(R,h)=7zR?*-h.
Da blir:

oV (10,40
g = 27Z'Rh|R=1O =27-10-40=800r.
OR h=40

oV (10,40
v(10.40) 7R?|ps0 = 7-10° =100z .
oh h=40
Tilvekstformelen gir na

v < 0V (10,40) &V (10,40)

-AR + -Ah:8007r-0.1+1007r-(—0.2):607r

med benevning cm?®.

Vi kan kontrollere dette med a beregne svaret eksakt. Vi far
AV =V (10.1,39.8) -V (10,40) = 7 -10.1* - 39.8 — 7 -10” - 40
= 4059.9987 — 40007z =59.9987
Vi ser at ungyaktigheten neppe har praktisk betydning.
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Forelesninger i matematikk - Funksjoner av flere variable.
4. Tangentplan, tilvekstformel. Side 4 - 4.

4.3. Totalt differensial. Noen derivasjonsformler.

Tilvekstformelen danner utgangspunkt for flere nyttige anvendelser. Vi skal na frigjere oss fra
punktet (X,,Y,) 0g skrive tilvekstformelen slik:

AZzi-ijLi-Ay.

OX oy

Sa lar vi Ax, Ay og Az bli sa sma starrelser at vi kan erstatte dem med de tilsvarende
differensialene dx, dy og dz. Da far vi:

Gitt en funksjon z=f(x,y).
Da er det totale differensialet dz for funksjonen gitt ved

dz:g-dx+i-dy
OX oy

Med utgangspunkt i denne setningen kan vi lage noen nyttige derivasjonsregler. Utledningene
er ikke formelt helt uangripelige, men de far holde til vare formal.

Hittil har vi forutsatt at x og y kan variere uavhengig av hverandre. Men mange ganger er det
en sammenheng mellom x og y. Dersom vi antar at y er en funksjon av x, kan vi dele det totale
differensialet dz pa dx. Da far vi:

R
dx ox oy dx
Denne derivasjonsregelen kan vi kalle "kjerneregelen i to variable™.

Den grafiske tolkingen av denne situasjonen er at vi ma bevege oss langs en "sti" definert av
sammenhengen mellom x og y. Da vil d—y veere stigningstallet til tangenten til ”stien” projisert
X

. dz .. . i .
ned i x-y-planet. Starrelsen ™ blir da en tilneermet verdi for hvor mye z vokser nar x gker
X

med en (sveert liten) enhet nar vi beveger oss langs denne "stien”.

Eksempel 4.4: Vi har gitt funksjonen
z=f(xy)=x"-xy-y’.

Dessuten er sammenhengen mellom x og y gitt ved:
y=2x-1.

. dz o e . .
Finn vl og bruk resultatet til a finne maksimalverdien til z nar y =2x-1.
X
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Forelesninger i matematikk - Funksjoner av flere variable.
4. Tangentplan, tilvekstformel. Side 4 - 5.

Lesning: Vi ser direkte at

Y _,
dx
slik at
dz of of dy
— =t ——=(2x- —-X—-2Yy)-2
dx 8X+6y dx (2x=y)+(-x=2y)

=2x—y—2x—-4y=-5y=-5(2x-1)

Pa figuren ovenfor ser du grafen til f sammen med xy-planet og planet y =2x—1. Na vil gz

dx
angi stigningstallet til skjeeringslinja mellom dette siste planet og grafen til f.

Kontroll: Dersom vi setter inn for y far vi deriverer, far vi

7=x"- x(2x—1)—(2x—1)2 = x> —2X* + X —4x* +4x—1=-5x" +5x 1.
Deriverer:

dz

— =-10x+5=-5(2x-1).
dx S
Vi har maksimum (eller minimum) nar
E:0 & 2x-1=0 & x=1 & y=2x-1=2-1-1=0

dx
&S =X -xy-y :(%)2_1.0_02=

Av grafen ser vi at dette punktet blir et lokalt me:ksimum pa graf-flata nar vi beveger oss langs
linja gitt ved y =2x-1.

| eksemplet ovenfor stattet vi oss til grafen for a sla fast at punktet vi fant var et maksimums-
og ikke et minimums-punkt. Vi skal snart ta en grundigere behandling av maksimums- og
minimums-problemer, og skal da se hvordan vi pa en sikrere mate kan skille mellom
maksimums- og minimumspunkter.

Vi kan ogsa anta at bade x og y er funksjoner av en tredje variabel t (gjennom en parameter-
framstilling). Da kan vi dele dz pa dt, og far

Ogsa her ma vi bevege oss langs den "stien" som parameterframstillingen angir. Starrelsen

dz ) . o .
Py er da en tilnermet verdi for hvor mye z vokser nar t gker med en (sveert liten) enhet.
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Forelesninger i matematikk - Funksjoner av flere variable.
4. Tangentplan, tilvekstformel. Side 4 - 6.

Eksempel 4.5: Vi har gitt funksjonen
z=f(xy)=x"—xy+y’.
Anta at
X =cost og y=sint.
Finn % og bruk resultatet til a finne eventuelle maksimal- og minimalverdiverdier til z nar

X =cost og y=sint.

Lasning:
dz_oz dx oz dy

a ok dt ey dt
=(2cost —sint)(—sint)+(—cost+ 2sint)- cost

(2x—y)-(-sint)+(—x+2y)-cost

= —2sint -cost +sin’t — cos’t + 2sint - cost

=sin’t—cos’t = y* — x*

Ogsa her kan vi kontrollere ved farst a sette inn for t og deretter derivere:
z=xXx"—Xxy+Yy>=cos’t—cost-sint+sin’t =1—cost-sint.

dz ] ) ]

E:O—(—smt-smt+cost-cost):sm2t—coszt:yz—xz.
Vi har maksimum eller minimum nér

dz

=0 © YoxX=0 & y=ix.

Dersom y = X, blir
1r o x=y=1iy2
57 o x=y=-12

sint=cost < tant=1 < t=

Da blir

2
z=x2—xy+y2:xz—x-x+x2:x_2=(%\/§) =1

Dersom y =—x, blir

N

i —_y=_1
—a 7 = X=-YyY= >

37 o x=-y=i2

sint=-cost < tant=-1 < t=

Da blir

z:xz—xy+y2:xz—x-(—x)+(—x)2:3_x2:3(—% 2)2:2.

Siden f er kontinuerlig, far vi lokale maksima med verdi z,, =% i punktene (—%«/E%x/i) 0g

(i\/ﬁ,—g 2) , 0g lokale minima med verdi z_;, =+ i punktene (%ﬁ%ﬁ) og

2

(-+V2.-3V2).
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Forelesninger i matematikk - Funksjoner av flere variable.
4. Tangentplan, tilvekstformel. Side 4 -7.

Med utgangspunkt i formelen for det totale differensialet kan vi utlede en grei teknikk til &
derivere implisitt gitte funksjoner. Dersom y er gitt implisitt som en funksjon av X, kan
sammenhengen alltid skrives pa formen

z=f(x,y)=konstant.

Men dette kan oppfattes som om vi beveger oss langs en konturkurve (eller en kotekurve) til
funksjonen z = f (x, y) . Og langs en slik konturkurve er z konstant, slik at differensialet

(tilveksten) dz = 0. Dette medfarer at

of

dz:i-dx+ﬂ'dy:0 = i~dy:—iodx & ﬂ:—@.
OX oy oy OX dx  of

oy

Men dx og dy er sma endringer i henholdsvis x- og y-verdi nar vi gar langs konturkurven. Da
blir % lik stigningstallet til tangenten til grafen til konturkurven. Og dermed har vi fatt en
X

attraktiv metode til & finne y" til implisitt gitte funksjoner:

Anta at y er en implisitt gitt funksjon av x, gitt ved
z= f(x,y)=konstant.
Daer

l_ﬂ_
dx

y

Q||

Eksempel 4.6: Finny' nar
X*—xy+y =4.

Lasning: Definer funksjonen
z=f(xy)=x"—xy+y’ =4.
Vi far at
of
Ay ox __ 2x-y _2x-y
y'=—=-Lr —_ = :
dx of  —x+2y x-2y
oy
Som kontroll kan vi derivere implisitt pa tradisjonell mate:

2x—(L-y+x-y)+2y-y'=0 < 2x-y-(x-2y)y'=0 < y.:)Z(x—Zz'
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Forelesninger i matematikk - Funksjoner av flere variable.
4. Tangentplan, tilvekstformel. Side 4 - 8.

4.4. Gradient.

Helt til slutt skal vi definere begrepet gradient, som er en svert viktig sterrelse i vektor-
analyse. Vi tar igjen utgangspunkt i formelen for det totale differensialet for det tilfellet at vi
gar langs en konturkurve, slik at
dz :i-dx+i-dy:0
OX oy

Men dette kan skrives pa vektorform:
dz = a a. dx =0.
ox oy | |dy

Og na definerer vi:

La f veere en funksjon av to variable x og y.

Vektoren {;i %} kalles gradienten til f og skrives Vf .
X

Vi antar na at en konturkurve er gitt ved
z=f(x,y)=konstant.
Daer

[ﬂ ﬂ]mzo - Vf.m:o.
ox oy | |dy dy

Men vi vet at skalarproduktet mellom to vektorer er lik null hvis og bare hvis vektorene star

- o 0 - - - [} - [} dX
vinkelrett pa hverandre. Altsa har vi vist at gradienten Vf star vinkelrett pa vektoren {d }
y
dX - 0 ] - o
Men d er en tangentvektor til konturkurven. Da ma Vf star vinkelrett pa konturkurven
y
z= f(x,y)=Kkonstant.

Eksempel 4.7: Finn gradienten til sirkelen
f(x,y)=x*+y*=09.

Lasning:

-

Figuren til hgyre viser at vektoren [x y] stér vinkelrett m ﬂ >

pa tangenten til sirkelbuen i et vilkarlig punkt pa sirkelen.
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