Forelesninger i matematikk - Funksjoner av flere variable.
3. Partielle deriverte. Side 3 - 1.

3. Partielle deriverte.

3.1. Definisjoner.
Vi har tidligere sett at det kan vare nyttig a skjere grafen til en funksjon f (x,y) med plan

parallelle med x-y-planet, slik at vi far konturkurver. Men det er enda nyttigere a skjeere disse
grafene med vertikale plan parallelle med henholdsvis y-z-planet og x-z-planet. De skjerings-
linjene som da framkommer, danner grunnlaget for partielle deriverte.

Figuren til venstre viser et utsnitt av grafen
til funksjonen
z=f(x,y)=2-1ix2+ixy-1y.
Denne grafen blir ei krum flate. Denne flata
skjeeres av planet
y=1.
Dermed far vi ei skjeeringslinje. Ved &
undersgke hvordan denne skjaringslinja ser
ut, kan vi finne ut hvordan grafen (flata) til f
serutnar y=1.

Pa samme mate kan vi skjere grafen til f med
andre plan som har konstant y-verdi. Da far
vi nye skjeeringslinjer, som vi kan undersgke.
Slike undersgkelser skjer enklest ved at vi
deriverer, og oppfatter y som en konstant
under derivasjonen.

Slike derivasjoner, der vi deriverer en funksjon av to variable mens vi oppfatter en av de
variable som en konstant, kaller vi partiell derivasjon.

Dersom vi har en funksjon av mer enn to variable, kan kun en variabel endre seg
om gangen mens de andre variablene holdes konstant.
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Forelesninger i matematikk - Funksjoner av flere variable.
3. Partielle deriverte. Side 3 - 2.

Eksempel 3.1: Finn de partielle deriverte til disse funksjonene:
a) z=f(xy)=2x*—xy+3y’
b) z=f(xy)=2x-e'—y-Inx

Lasning:

a) Q:Z-Zx—1~y+0:4x—y
OX

(husk at y oppfattes som en konstant).

oz
—=0-x-14+3-2y =-Xx+6Yy
oy

(husk at x oppfattes som en konstant).

b) @:2-1-ey—y-£=2ey—1
OX X X

(husk at y oppfattes som en konstant).
Q:ZX-ey —1-Inx=2xe’ —Inx

(husk at x oppfattes som en konstant).

Vi bruker kjerneregelen pa vanlig mate, slik de neste eksemplene viser:
Eksempel 3.2: Finn de partielle deriverte av disse funksjonene:

a) z="f(xy)=e.

b) z=f(xy)=x-sin(x+y?).

C) z=y-xX*+y?

Lasning:
a) Setter
z="f(xy)=e¥ =e" der u=xy’.
Da blir
0z ou 2
_:eu._:eu’l‘ 2 — Z'exy.
OX OX ( y) y
% N (5. 2y)= 20y
oy oy
b) Setter
z=x-sin(x+y?)=x-sinu der u=x+y’.
Da blir
0z . ou . . > .
a—zl-smu+x-cosu-a—:smu+x-cosu-(1+0)=sm(x+y )+x-cos(x+y )
X X
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Forelesninger i matematikk - Funksjoner av flere variable.
3. Partielle deriverte. Side 3 - 3.

Q:x-cosu-%u:x-cosu-(0+2y):2xy-cos(x+ y?).

) Setter z=y x>+ y2 =y-Ju=y-u? der u=x*+y>.

Da blir
gzy,%u_%_a_uzy.%.i.(zx-l-o): Xy .
OX X u X2 +y°

3.2. Hogyere ordens partielle deriverte.

Nar vi ferst har definert de partielle deriverte, er det naturlig a ga videre og definere hgyere
ordens partielle deriverte.

Vi kan ta utgangspunkt i Z—f og derivere en gang til:
X

Nar vi deriverer Z—f pa nytt med hensyn pa x, far vi
X

%)
ox*  ox\ ox

Nar vi deriverer Z—f pa nytt med hensyn pay, far vi
X

o)

oyox oyl ox )

Eller vi kan ta utgangspunkt i % og derivere en gang til, bade med hensyn pa x og med

hensyn pa y. Da far vi:
ot _afa) 0 2 _afd
oxoy  ox\ oy o> oyloy )

Dette er faktisk mye enklere enn det ser ut til, noe neste eksempel viser:

Eksempel 3.3: Finn de 2. ordens partielle deriverte til
z=f(xy)=x"=2x*y +xy*.

Lgsning: Vi starter med a finne de 1. ordens deriverte:
%:3x2 —~2-2x-y+1-y* =3x>—4xy+y°
X o0 TP

0g
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Forelesninger i matematikk - Funksjoner av flere variable.
3. Partielle deriverte. Side 3 - 4.

%:0—2x2-1+x-2y:—2x2+2xy.

. - : 7 .
Sa deriverer vi pa nytt. Farst deriveres 2— pa nytt:
X

oz 0
——=—(3x"-4xy+y?)=3-2x-4-1-y+0=6x—-4y.
Ox? 8X( y y) Y J
2

02 :i(3x2—4xy+yz):0—4x-1+2y:—4x+2y.
oyox oy —

Sa deriveres % pa nytt:

2
02 _ 0 (Lox?42xy)=—2.-2x42.1-y = —4x+2y
oxoy  oX s
2
02 _ 0 (L2xt+2xy) =0+ 2x-1=2x.
oy" oy =

2 2

0g

Legg merke til at f blir like. Dette er ikke noen tilfeldighet. Vi kan nemlig vise
X

o't of
OXoy  0Oyox

konstrueres saere funksjoner der dette ikke holder, men slike funksjoner vil du neppe komme i
kontakt med i praksis.

at for alle de "pene" funksjonene som vi far med a gjere, er

. Det kan riktignok

Na som du kan derivasjonsteknikken, er det pa tide a se hva dette kan brukes til. Her er et par
bruksomrader:

e Tangentplan, som kan brukes til overraskende mange ting.

e Optimering (beregning av maksimums- og minimumsverdier).
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