Forelesninger i matematikk - Funksjoner av flere variable.
6. Optimering uten begrensninger. Side 6 - 1.

6. Optimering uten begrensninger.
Vi skal na ta for oss falgende problem:

Farst trenger vi en definisjon:

Med andre ord:

Lasning: Finner farst de partielle deriverte:

i=x2y—y og i=lx3—x.

ox oy °

Setter begge disse deriverte lik null:
X¥y-y=0 < y(x*-1)=0 < y=0 v x=1 v x=-1 (1)
IxX°-x=0 < x(1¥-1)=0 < x=0 v x=+3 v x=-3 )

Na ma vi kombinere lgsninger:
Lesningen y =0 fra (1) kan kombineres med alle x-verdiene fra (2). Men lgsningene x =+1
fra (1) passer ikke inn i (2), og kan altsa ikke brukes. Vi far altsa disse stasjonere punktene:

(0,0), (~3,0), 0g (—/3,0).
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Forelesninger i matematikk - Funksjoner av flere variable.
6. Optimering uten begrensninger. Side 6 - 2.

Endelig kommer vi til poenget:

Dersom (X, Y, ) er et lokalt maksimums- eller minimumspunkt for en
funksjon f(x,y), s erenten (x,,Y,) et stasjonert punkt for f, eller
(Xo, o) er et punkt der de partielle deriverte av f ikke eksisterer.

En kort begrunnelse: Anta at (X,, Y, ) er et maksimums- eller minimumspunkt, og at f har

partielle deriverte i punktet (det vil si at grafen til f er "glatt” i punktet). Se for deg at du
legger et tangentplan i et slikt optimumspunkt. Da ma jo dette tangentplanet bli horisontalt.
Og normalvektoren til tangentplanet blir parallell med z-aksen. Men vi har tidligere funnet at
en normalvektor til tangentplanet er gitt ved

_61: (X01y0)|_8f (XO,yO)j“r‘k
OX oy

n=

Skal denne normalvektoren veere parallell med z-aksen, ma begge de partielle deriverte av f
veere lik null i (x,,Y,)-

Men denne testen svikter dersom de partielle deriverte ikke eksisterer i punktet (d.v.s. at
grafen til f ikke er kontinuerlig i punktet, eller at det er en "knekk" pa grafen). Slike punkter
kan ogsa veere optimumspunkter for funksjonen.

Setningen ovenfor gir oss altsa mulige kandidater til optimumspunkter. Men hvordan kan vi
skille mellom maksimums- og minimumspunkter?

Og kan vi vere sikre pa at stasjonzere punkter eller punkter der de partielle deriverte ikke

eksisterer virkelig er optimumspunkter? Dette problemet kan vi illustrere med funksjonen
2

z=f(xy)=x*-y’.

De partielle deriverte blir

—=2X 0¢ %:—Zy

slik at f har et stasjonzert punkt i (0,0).

Men se pa grafen til funksjonen, som er avbildet til
hgyre. Grafen far et minimumspunkt dersom vi gar
forbi det stasjonere punktet i x-retning (markert
med heltrukket linje), og et maksimumspunkt
dersom vi gar i y-retning (markert med stiplet linje).

Slike punkter kaller vi (naturlig nok) sadelpunkt.
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Forelesninger i matematikk - Funksjoner av flere variable.
6. Optimering uten begrensninger. Side 6 - 3.

Vi har heldigvis en test som kan brukes til & skille mellom maksimsums- minimums- og
sadelpunkt for stasjonaere punkter. Denne testen kalles andrederivert-testen.

Du finner et litt uformelt bevis for pastandene i testen i et vedleqg.

Lasning: De partielle deriverte blir

ﬁ=x2—y+ly2 og ﬁ=—x+xy
ox ? oy '

Likningssettet for a finne stasjonzre punkter blir:

X2 —y+iy?=0 1)
—Xx+xy=0 < x(-1+y)=0 < x=0 v y=1 )

Setter verdiene fra (2) inni (1):
x=0: (1) blir nd
—y+1y’=0 < y(-1+iy)=0 & y=0 v y=2
y=1: (1) blirna
X -1+1=0 o x*=

Finner de andrederiverte for a klassifisere punktene:

2 2 2
6f:2x, o =-1+vy, ﬂ:x.

o2 Xy oy’
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Forelesninger i matematikk - Funksjoner av flere variable.
6. Optimering uten begrensninger. Side 6 - 4.

Lager en tabell for a systematisere undersgkelsen:

Punkt A=2x B=-1+y C=x A=A.C—-B?|Type

(o o) 0 -1 0 -1 Sadel

(o 2) 0 1 0 -1 Sadel
(%1) J2 0 % 1 Minimum
( %1) -2 0 -+ 1 Maksimum

Na kan vi finne minimums- og maksimumsverdiene:

Minimum: TR -
Zw =3(%) ~ %11 %

min —

3
(i_ l)iz__
6 2) 2 32

Maksimum:

Begge disse punktene er lokale ekstremalpunkter. Det er
ikke vanskelig a finne funksjonsverdier som er mye
mindre enn Zmin, 0 Mye stgrre enn Zmaks. Bare se hva
som skjer dersom du setter y =0 og lar X — 0.

Grafen til funksjonen er vist ovenfor til hgyre. De stasjonere punktene er ogsa avmerket.

Til slutt kan vi se et eksempel der de partielle deriverte ikke eksisterer:
Eksempel 6.3: Finn eventuelle ekstremalpunkter for funksjonen

z=f(xy)=yx +y*.

Lasning: Vi setter

1
z=+/x*+y? =Ju=u? der u=x"+y*.

Da blir
X du ox X2+ y?
of df ou 1
RPN
gy du oy x> +y

Setter vi disse partielle deriverte lik null, far vi etter tur x=0 og y = 0. Men setter vi punktet
(0,0) inn i uttrykkene for de deriverte, far vi "3 "-uttrykk. Vi undersgker denne grenseverdien
naermere ved a sette y =k - x og deretter la x — 0. Da far vi
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Forelesninger i matematikk - Funksjoner av flere variable.

6. Optimering uten begrensninger. Side 6 - 5.
iy e O e S |
x=>0 Ox  x—0 ,X2+(k'X)2 x—0 X\/1+k2 \/1+k2
09
il = My y T S

xaoay x—0 ,X2+(k'X)2 x»OX\/l_i_kZ _\/1+k2 ’

Vi ser at grenseverdiene for disse deriverte vil avhenge av verdien av k nar vi neermer 0ss
punktet (0,0) . Altsa eksisterer ikke disse partielle deriverte i dette punktet.

Men samtidig vil dette punktet gi oss et minimumspunkt. Det ser vi fordi z aldri kan vaere
negativ. Den minste verdien z kan ha, er z=0, og den verdien far z i punktet (0,0). Altsa har

f et globalt minimum der hvor de partielle deriverte ikke eksisterer.

Grafen til f blir en rett kjegle med spissen ned, slik
figuren til hgyre viser. Dette kan du forresten innse
uten a tegne grafen. Vi far skjeering med xz-planet

nar y=0.Daer

Z=vXx*+0% =+x

der vi ma bruke pluss nar x >0 og minus nar x<0.
Pa samme mate blir skjeringslinja med yz-planet
Z=1ty.
Dessuten blir nivakurvene sirkler med radius z:
7’ =x"+y°.

Skjeeringen med xz-planet og nivakurven (sirkelen) x* + y* = 2* er ogsa tegnet inn.
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