Forelesninger i matematikk - Funksjoner av flere variable.
8. Optimering over et begrenset omrade. Side 8 - 1.

8. Optimering over et begrenset omrade.
Vi skal na se pa den mest sammensatte situasjonen: Vi skal optimere en funksjon z = f (x, y)
som er definert over et begrenset omrade. Vi kan da finne optimalpunktene falgende steder:

1. | stasjonere punkter innenfor definisjonsomradet.
2. | punkter innenfor definisjonsomradet der de partielle deriverte ikke eksisterer.
3. Langs grensen for definisjonsomradet.

Far vi gar i gang for alvor, trenger vi en definisjon og en setning om eksistens av optimal-
punkter. Definisjonen farst:

Et omrade D er lukket

0 def.

D er avgrenset av en lukket kurve,
og alle punktene pa denne avgrensningskurven tilhgrer D.

Et par eksempler vi forhapentlig klargjere denne definisjonen:

Eksempel 8.1: Avgjer om disse omradene er lukket:
a) D,={(xy)x=0 A y=>0}

b) D,={(xy)Ix>0 A y>0 A x+y<4}
) D, ={(xy)Ix=0 A y20 A X +y’<4}

Lasning:
a) y
D, bestar av hele 1. kvadrant i koordinatsystemet.
Dette omradet er ikke avgrenset av en lukket kurve.
// Folgelig er ikke D, lukket.
Z
| X
b)
Dy bestar av den delen av 1. kvadrant som ligger
nedenfor eller pa den rette linja y = —x + 4. Sammen
med koordinataksene avgrenses omradet av en lukket
kurve. Men koordinataksene er ikke selv med i
omradet. Falgelig er ikke Dy, lukket.
c)

2 D, bestar av den delen av 1. kvadrant som ligger
innenfor eller pa sirkelen x* + y* =2°. Sammen med

koordinataksene avgrenses omradet av en lukket
kurve. Alle punkter pa denne avgrensningskurven er
selv med i omradet. Altsa er D, lukket.
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Forelesninger i matematikk - Funksjoner av flere variable.
8. Optimering over et begrenset omrade. Side 8 - 2.

Og sa til setningen, som vi ikke skal bevise:

Laz= f(x, y) veere definert overalt innenfor et lukket omrade.
Da har f bade en maksimumsverdi og en minimumsverdi.

Setningen garanterer altsa at nar f tilfredsstiller betingelsene, har den alltid bade maksimums-
og minimumsverdi. Men funksjonen kan ha maksimums- og/eller minimumsverdi selv om
betingelsene ikke er oppfylt.

La oss se hvordan dette fungerer i praksis:

Eksempel 8.2: Optimer funksjonen
z=f(xy)=1xy
nar x> +y*<4 og x>-1.

Lesning: Vi starter med a tegne opp definisjonsomradet,
som avgrenses av sirkelen x*+ y® =2 og den
rette linja x = —1. Definisjonsomradet blir derfor
omradet innenfor sirkelen til hgyre for linja

x =—1. Dette er et lukket omrade siden

Y
7
/ / avgrensningskurven er med i definisjonsomradet.
7 Altsa har f bade maksimum og minimum.

<

><"

7 2
/ Vi ma finne "hjgrnepunktene” A og B. Vi setter
x =—1 inn i sirkel-likningen, og far

(—1)2+y2 =4 o y*=3 o y=+/3
B slik at A far koordinatene (—1,«/5) mens B far
koordinatene (—1,— \/5) .

Sa finner vi eventuelle stasjonare punkter innenfor definisjonsomradet:
of
OX
a_
oy

=x’y=0 < x=0vy=0.

=0 < x=0.

w |-

Vi ser at alle punkter der x =0 passer inn i begge likningene, slik at alle punkter pa y-aksen
der -2 < y < 2 er stasjonaere punkt. Det er ikke ngdvendig & undersgke hvilken type punkt

dette er, fordi vi senere ma sammenlikne funksjonsverdien med andre funksjonsverdier. Vi ser
direkte at funksjonsverdien i disse punktene blir

z="f(0,y)=%.0°-y=0.

Sa leter vi etter eventuelle ekstremalpunkter langs avgrensningskurven. Vi starter langs den
rette linja AB. Der er x =—1, slik at innsettingsmetoden ser grei ut:

Bjegrn Davidsen, Universitetet i Tromsg. 2010.



Forelesninger i matematikk - Funksjoner av flere variable.
8. Optimering over et begrenset omrade. Side 8 - 3.

2= f(-Ly)=3-(-1) y=-1y.
Vi ser uten videre regning at langs denne linja er z stgrst nar y er minst, og omvendt. Starste z-
verdi blir da z =1y = —1(—/3) =/3 i B, og minste z-verdi blir z=—-1y=—13 i A

Sa leter vi langs sirkelen. Der ser innsettingsmetoden ikke grei ut. Vi bruker heller metoden
med parallelle tangenter, idet vi betrakter sirkelen som en bibetingelse:

g(x,y)=x*+y* =4
Vi ma ogsa sgrge for & holde oss innenfor omradet —1<x<2.

o ag

X _ X PN i=ﬁ =N K o 3yr=x°
of a9 ¢ 2y Xy

oy oy

Vi ma forutsette at x =0 og at y # 0. Men dersom vi setter verdiene x=0 eller y=0 inni
bibetingelsen (sirkel-likningen), far vi punkter som apenbart ikke passer i likningen ovenfor.

Sa setter vi x* =3y? inn i sirkel-likningen ("bibetingelsen™), og far:
Wy =4 & Y =1 & y=+#1

som videre gir
x2=3y?=3-(+1)" =3 o x=+3.

Her er det bare verdien x =++/3 som ligger innenfor definisjonsomradet. Vi far altsa to nye
kandidater til maksimum/minimum:

(v3.1) med funksjonsverdi z = f (v3,1) =1 (J_) 1=+3.
(] -5

(\/§,—1) med funksjonsverdi z = f( 3,— 1)

| Na sammenlikner vi funksjonsverdiene i de 5
3t kandidat-punktene vi har funnet:

z=1(0,y)=0%-y=0
21 2= 1(-1+3)=1-(-2)’-v3=-1.3

Og da ser vi at:

Z_.. =~/3 ipunktet (\/_ 1)
Zin =—V3 1 punktet (\/5,—1).
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Forelesninger i matematikk - Funksjoner av flere variable.
8. Optimering over et begrenset omrade. Side 8 - 4.

Nar du jobber med slike oppgaver, kan det Ignne seg & merke av "kandidat-punkter" pa grafen
etter hvert som du finner slike punkter, og gjerne skrive ned funksjonsverdiene ved punktene.
Da blir det lettere & holde oversikten slik neste eksempel viser.

Eksempel 8.3: Optimer funksjonen
z=f(xy)=y-ix’y-1y°
under bibetingelsen
x*+y*<3.

Lasning: Vi merker oss farst at x> + y> =3 blir en sirkel med radius R = J3 0g sentrum i

origo. Vi skal altsa ga pa jakt etter maksimums- og minimumspunkter innenfor eller pa denne
sirkelen. Siden definisjonsomradet er lukket, er vi sikre pa at det ma finnes bade maksimums-
0g minimumspunkt.

Vi starter med a finne eventuelle stasjonare punkt:
of

&:—éxy.
%zl—%Xz—yz.
Vi ser direkte at
‘2—:(:0 & x=0 v y=0.
Dersom x =0, far vi
of

5:0 o 1-1.0°-y*=0 & 1-y*=0 < y=xl.
Dersom y =0, far vi

—=0 & 1-1.x¥-0°=0 & 4-xX*=0 & x=%2.

Men de to stasjonzre punktene (2,0) og (-2,0) kan ikke brukes fordi
x2+y2=(+2)" +0% =4
i strid med bibetingelsen.

4

Vi har derfor to kandidater til optimalpunkter:
(0,%1). Vi regner ut funksjonsverdiene:

| punktet (0,1) er

z=1(01)=1-1.0>-1-1.2° =3

1 3 x| punktet (0,-1) er
2= 1(0-1)=-1-4-07 - (-D-£-(-1)° = -2

Pa figuren til venstre er bibetingelsen tegnet inn
sammen med de to kandidatene til maksimum /
minimum, med funksjonsverdiene innringet.
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Forelesninger i matematikk - Funksjoner av flere variable.
8. Optimering over et begrenset omrade. Side 8 - 5.

Sa gar vi pa jakt etter eventuelle ekstremalpunkter langs bibetingelsen, og benytter da
metoden med parallelle tangenter:

o dg
XX o N 22X 2y X
o o 1-4x—y* 2y 4-x*-4y* y
ay oy

En mulig lgsning er x =0. Settes dette inn i bibetingelsen, far vi
02+y2=3 < y=+3.
Funksjonsverdiene blir i begge tilfellene

2= £(0,443) =+3-1-02.3-1.(+3) = 0.

Dersom x = 0 kan vi forkorte bort x, og far
%:1 & =2y =4-X -4y o x*P+2y*=4.
4-x"-4y° 'y
Vi trekker fra bibetingelsen, og star igjen med
y’=1 < y=gl.
Da blir
X+(+1)’=3 o x'=2 < x=#/2.
Vi har na fatt 4 nye kandidater, som vi ma sette inn i funksjonsuttrykket. For & forenkle
regningene, ser vi at x> = 2 i alle disse punktene slik at

2= f(£V2,y)=y-L1.22. y-1yi-1y_1 3=%y(3—2y2)=%y(3—2~(—1)2)=%y

Ved hjelp av figuren nedenfor til venstre der alle kandidatene til optimumspunkter et tegnet
inn sammen med sine funksjonsverdier innringet, ser vi:

Z,.x == i punktet (0,1), ogat z,, =—2 ipunktet (0,-1).

max min

w|n

Y

Funksjonsgrafen med bibetingelsen og mulige optimumspunkter er skissert ovenfor til hayre.
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