Funksjoner av to variable.
Dobbeltintegral.

Dobbeltintegral.

Vi har tidligere beregnet volum av visse typer romlegemer ved a tenke oss at vi snitter opp
legemet i tynne skiver, og summere (d.v.s. integrere) volumene av disse skivene. Dette
forutsetter imidlertid at skivene har en ”pen” form. Na skal vi ga et skritt videre, og beregne
volum av romlegemer der skivene ikke trenger a ha sa pen form.

Vi skal starte med a ga gjennom et eksempel for a belyse prinsippene, far vi behandler
problemet mer prinsipielt.

Eksempel 1: Beregn volumet av det romlegemet som avgrenses av grafen til funksjonen

f(xy)=xy,

planet z=0 (d.v.s. x-y-planet), og planene x=3 og y=4.

Lasning: Pa figuren til venstre ser du grafen til
f(x.y)=xy
sammen med planene x =3 og y =4. Jeg har ogsa

snittet ut ei tynn skive vinkelrett pa y-aksen. Arealet
av snittflata beregnes med et vanlig integral, der vi
ma huske pa at y er konstant langs hele snittflata.
Det er klart at arealet av snittflata avhenger av hvor
vi legger snittet, slik at jeg kaller arealet i avstand y
fra x-z-planet for A(y). Da blir

3

Aly)= J‘Xxj\/ﬁdx =Jy- jj xidx = [y - [% x%]o
=2y(3-0)=2y 3/3=23,y

Tykkelsen av skiva er Ay . Da blir volumet av skiva
AV ~ A(y)-Ay .
Volumet av hele legemet blir da

y=4 y=4
Ve AV =D A(y)-Ay.
y=0 y=0

Pa vanlig mate lar vi na Ay — 0 samtidig som antall skiver gar mot uendelig. Tilnermingen

blir bedre og bedre jo tynnere skivene blir, samtidig som vi kan erstatte summen med et
integral:

=4 4 ‘s -
V=1 A= [ 208248 vy =28 (21,
=§\/§(4% —0):%\@.23 —2.f3

Vi summerer opp de operasjonene vi har utfert:

V= J.yy:: A( y) dy = J.yy:: (IXX:OS \/de) dy = Iyy:: J'XX:O3 \/WdXdy .
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Som kontroll kan vi jo legge snittene vinkelrett pa x-aksen, og se om vi far samme resultat. Ei
snittflate i avstand x fra y-z-planet far areal

=4 4 1 34 3
AGO= [ rydy =V [ yidy = [ 2! = 24 (4 ~0) = 28 =k
Her har vi benyttet at x er konstant langs snittflata. Volumet av legemet blir da
x=3 3 53 R
V=T Adk= e k=2 [2x ] = 2(sF0) =2 .3/3- 23

som far.

Ogsa her kan vi summere opp operasjonene:

V= aGodx= (7 vy o= [ rydyax

Som ventet far vi samme resultat uansett hvordan vi legger snittene. Dette apner for en mer
generell skrivemate:

V = [[xydA

der dA=dx-dy er et lite areal-element i x-y-planet, mens R er et rektangel definert ved
0<x<3, 0<y<4. Viavgjer selv hvordan vi vil legge snittene.

Ved hjelp av denne skrivematen skal vi ga lgs pa litt vanskeligere problemer.

Eksempel 2: Beregn
_” x*ydA

R

der R er en trekant med hjgrner (0,0), (2,0) og (0,4).

Lasning: La oss farst se pa omradet R, som er tegnet inn til venstre. Vi ser av

Ay figuren at R avgrenses av linjene x=0, y=0 og y=-2x+4.Ei

(0.4) snittlinje med konstant y-verdi er ogsa tegnet inn. Denne snittlinja

L strekker seg fra x =0 til den skjeerer linja
2 y=-2x+4 < x=-1y+2.
X?
2,0) P& figuren nedenfor ser du grafen til f (x,y)=x’y, sammen med et plan
0,0 vinkelrett pa x-y-planet som skjeerer x-y-planet langs linja y =-2x+4. Et

snittplan vinkelrett pa y-aksen er ogsa tegnet inn.

z

Na kan vi beregne dobbeltintegralet slik:
2 y=4[ px=—3y+2 ,
_Ux ydA:Iy=0 (j X ydx)dy.

x=0
R

Det innerste integralet gir oss arealet av snittflata.
Her integrerer vi i x-retning fra x =0 til x=—2y+2
mens y er konstant. Deretter integrerer vi i y-retning,
d.v.s. at vi “summerer” opp volumene av alle skivene
fra y=0 til y=4.Vifar:
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[Ievan= [ ooy =[ Ty [y
R
=4[ y[(~3y+2) =0 Jay =4[ (-3y* + 3y’ -6y* +8y)dy
[-

4
=3[—&y 3y -2y ray] =2

Vi kan imidlertid komme litt lettere fra integrasjonen ved a legge snittplanene vinkelrett pa x-
aksen. Ei snittlinje vil da strekke seg fra y =0 til y=-2x+4, slik at

y=-2x+4 2 2 2x+4
LY ﬂx ydA= [’ 0(] ydy)dx [ ey ] ay
L
\ _ 1022 2 2 av — 1 (2(Av® _1ay3 2
\:1 _zjox [( 2x+4)" -0 ]dy_2j0(4x 16x° +16x2)dy
v —1[axt—axt 2] =2
2 : : -
0 );O) Se figuren til venstre.

| eksemplene foran spilte det ingen szrlig rolle hvordan vi la snittplanene. Det er imidlertid
mer vanlig at den ene retningen gir klart enklere regninger enn den andre, slik som i

eksemplet nedenfor.

Eksempel 3: Beregn
[[@=x*+y)dA
R

der Rergittved 0<y<1-x°.

Lesning: Figuren til venstre viser grafen til y=g(x)=1—x*. Her
Y16 virker det naturlig a legge snittene vinkelrett pa x-aksen, slik
aty gar fra y=0 til y=1—x*. Deretter integrerer vi i x-
retning, og lar da x ga fra x =—1 til x=1. Vi setter i gang:

-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0

”(1 X2 +y)dA = I 1 X + y) dydx
R

[ =)y 4y ] o
- ((1—x2)-(1—x2)+%(1—x2)2 ~0)x
_'[ (£-3x" +2x*)dx

_[—x X +3X5]1=§
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