Forelesningsnotater i matematikk.
Egenverdier og egenvektorer. Side 1

1.3. Komplekse egenverdier.

Nar vi jobber med egenverdier og egenvektorer, raker vi far eller senere bort i komplekse
egenverdier. Da kan det vere nyttig a vite at:

1. Dersom en nxn-matrise har bare reelle ledd, vil egenverdiene
enten veere reelle eller forekomme som kompleks konjugerte par.

2. Dersom to egenverdier er kompleks konjugerte, er ogsa de
tilhgrende egenvektorene av formen

v, =t (x+iy) og v, =t,(x—iy).

Del 1 av setningen over falger av algebraens fundamentalteorem. Den karakteristiske
likningen for en nxn-matrise med bare reelle ledd blir en n’tegradslikning i A der alle
koeffisientene er reelle. Og en slik likning har enten reelle lgsninger, eller lgsningene
forekommer som kompleks konjugerte par.

Del 2 av setningen har jeg bevist i et lite vedleqg.
La oss se pa et lite eksempel:

Eksempel 1.6: Finn egenverdier og egenvektorer til matrisen

A=E ‘J.

Lgsning: Vi starter med a finne egenverdiene:

1-4 -1
1 1-2

‘:o & (1-2) +1=0
& 1-2A+27+1=0 < A2-21+2=0
J 25242 2xV-4 2z

= =1ii.
2 2 2 -

Sa var det egenvektorene. For sikkerhets skyld finner vi egenvektorene til begge egen-
verdiene, selv om det egentlig er nok a finne bare den ene og kompleks konjugere den.

1) Finner egenvektoren tilknyttet egenverdien 1+i:
(1-@+i))x -1x, =0 —ix, X, =0
1x +(1-(+1))x, =0 X, —ix, =0

Hvis vi ganger den gverste likningen med i, ser vi at begge likningene blir like:

X —ix,=0 & x =iX,.
Vi kan na velge x, fritt, og setter x, =t, der t, er et tilfeldig valgt tall forskjellig fra null.
Da blir den tilhgrende egenvektoren
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Jeg har foretatt den siste omskrivningen for a splitte egenvektoren opp i en reell og en
imaginar del.

2) Finner egenvektoren tilknyttet egenverdien 4, =1—i:

(1-(-D)x -1 =0 ix, X, =0
N .
1x, +(1-(1-1)x, =0 X +ix, =0
Hvis vi ganger den gverste likningen med —i, ser vi at begge likningene blir like:
X +iX,=0 < x =-iX,.

Vi kan na velge x, fritt, og setter x, =t, der t, er et tilfeldig valgt tall forskjellig fra null.
Da blir den tilhgrende egenvektoren

—ix —it — 0 1
v, = o R P =t,| |=t,|| . |-i :
X, X, t, 1 1 0
Jeg har foretatt den siste omskrivningen for a splitte egenvektoren opp i en reell og en
imaginar del.

Vi har altsa funnet to lgsninger:

0 1
Egenverdi 4, =1+1 med tilhgrende egenvektor v, = H[L} + i{OD.

0

0 1
Egenverdi 4, =1-i med tilhgrende egenvektor v, :tqu}—i{ D

Som ventet kan de to egenvektorene skrives pa den formen som er angitt i ramma.

Legg merke til at tallene t, og t, selv kan veere komplekse tall — og de behgver ikke vaere

kompleks konjugerte. Istedenfor & beregne begge egenvektorene nar egenverdiene er
kompleks konjugerte slik jeg har gjort i dette eksemplet, vil jeg anbefale at du kun regner ut
den ene og deretter bare farer opp den andre egenverdien som den kompleks konjugerte av
den farste, multiplisert med hver sine konstanter t, og t, .

Oppgave 1.4.
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