Forelesningsnotater i matematikk.
Linezere 1. ordens differenslikninger. Side 1.

2. Lineeere 1. ordens differenslikninger.

2. 1. Innledning.
La {x,} veere en tallfglge. En differenslikning som kan skrives péa formen
o = A-X, + f(n)
eller
X, =A-%,_,+ f(n)
der A er en konstant, kalles en linezr 1. ordens differenslikning med konstante koeffisienter.
Det er kun denne formen for 1. ordens differenslikninger vi skal ta for oss.

Dersom f(n)=0 slik at likningen blir x_,, = A-x_, sier vi at likningen er homogen.
| motsatt fall er den inhomogen.

Vi skal starte med a lgse homogene likninger. Deretter tar vi for oss de inhomogene
likningene.

2. 2. Homogene differenslikninger.

Vi skal farst lgse den homogene likningen
Xn+1 = A Xn '

Vi ser at denne likningen farer til at:
X = A X
X, = A-x = A (A-X) =A% X
X, = A, = A (A%, )= A%,

Og slik kan vi fortsette. For hvert ledd i tallfglgen ma vi multiplisere det foregaende leddet
med A, slik at vi til slutt far

X, =A"-X,.
Generelt kjenner vi ikke x,. Det er derfor bedre & sette
X,=C-A"

der C er en eller annen konstant.

Vi har altsa funnet at:

Den homogene lineare 1.ordens differenslikningen
Xoog = A-X,
har lgsning
x,=C-A".
Her er C er en konstant som kan bestemmes dersom vi kjenner et ledd i tallfalgen.
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Forelesningsnotater i matematikk.
Lineaere 1. ordens differenslikninger. Side 2.

A
Eksempel 2.1: Lgs differenslikningen
Lasning: Vi vet at lgsningen er av formen

x,=C-(%)".
Finner C:

x,=C-(¢)’=C-1=10 & C=10.
Lasningen blir

X, =10-(£)".

L@s Oppgave 2.1.

2.3. Inhomogene differenslikninger.
Sa gar vi lgs pa den inhomogene likningen
X, =A-x_ + f(n).

For & lgse den, far vi bruk for denne setningen:

En partikulaer lgsning er et eller annet uttrykk som passer i den gitte likningen.

Du finner et bevis for setningen i et eget notat.

Na gjenstar det "bare" a finne en partikuleer lgsning. Det eksisterer generelle metoder for &
finne slike lgsninger, men de er vanligvis noksa omstendelige a bruke. Vi skal derfor benytte
en "intelligent prave-og-feile-metode”. Den er slik:
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Forelesningsnotater i matematikk.
Lineaere 1. ordens differenslikninger. Side 3.

Mer detaljert skal vi ga fram slik:

e Dersom f(n) eretpolynomin, larvi p, vere et polynom i n avsamme grad og
praver a finne passe koeffisienter i polynomet.

e Dersom
f(n)=B-r",
prever vi
p,=C-r"
der vi ma finne C.
e Dersom
f(n)=B,sin(a-n)+B,cos(a-n),
praver vi

p, =C,sin(a-n)+C,cos(a-n)
der vi ma finne C, og C,.
Merk at vi ma ta med bade sinus- og cosinusledd i p, selvom B, eller B, er lik null.

Eksempel 2.2: Lgs differenslikningen
X =4
X, =3x —1narneN

n+1 2

Lasning: Lasningen av den homogene likningen er
h=C-(2).
| den gitte likningen er f (n)=-1. Jeg prever derfor en partikuler lgsning som er en
konstant:
pn = K = pn+1 = K )
Setter inn i likningen for a finne K:
Pi=sp,-1 & K=2K-1 & 1K=1 & K=2.

2 D
Den generelle lgsningen av likningen blir da
X, =h, +p,=C-(3) +2.
Finner til slutt C:
%, =C-(3)+2=C+2=4 & C=2.
Altsa blir lgsningen

X, =2-(2)" +2.

Eksempel 2.3: En bank gir 4% arlig rente pa innskudd. Men banken tar ogsa et gebyr pa 100
kr pr ar for a forvalte kontoen. Du setter inn x, = 6000 kr i banken, og lar belgpet sta urgrt i n

ar. Hva har belgpet vokst til etter n ar?
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Forelesningsnotater i matematikk.
Linezere 1. ordens differenslikninger. Side 4.

Lesning: Vi kaller belgpet etter n ar for x,. Av beskrivelsen ovenfor far vi differenslikningen

X,,, =1.04x, —100.
Dette er en inhomogen differenslikning, der lgsningen av den tilhgrende homogene likningen
er
h,=C-1.04".
Siden f (n) =-100, praver jeg en konstant partikulerlgsning:
p,=K < p.,=K.
Setter inn i likningen:
p,,=104p, -100 < K=104K-100 < 0.04K=100 < K =2500.
Den generelle lgsningen blir da
X, =h +p,=C-1.04" + 2500.
Finner C:
X, =C-1.04° + 2500 = C + 2500 =6000 <« C =3500.
Lesningen av likningen blir altsa
X, =3500-1.04" + 2500.

Eksempel 2.4:

Ly, n n

I I
= ] 64 || ||

Legenden om "tarnene i Hanoi” er et klassisk eksempel pa et problem som farer til en
differenslikning. Legenden gar ut pa at ved et tempel i Hanoi er det plassert tre paler. Nedover
den ene palen var det tredd 64 sirkuleaere gullplater, der platene har stadig mindre radius jo
hayere vi kommer i stabelen. Sa skal munkene flytte en og en skive over pa en annen pale
inntil hele stabelen er flyttet over pa en av de andre palene. Flyttingen skal gjares slik at de
aldri legger en plate med starre radius oppa en plate med mindre radius. Nar flyttingen er
ferdig, vil alt liv pa jorda opphgre. Hva er det minste antall flyttinger som ma til?

Lasning: Vi definerer x. som antall flyttinger for & flytte n skiver fra en pale til en annen etter

munkenes forskrift. Nar vi skal flytte n+1 skiver, gjares dette mest effektivt slik:
1. Farst flytter vi n skiver over pa en tom pale. Dette krever x flyttinger.

2. Saflytter vi skive nr n+1 over pa en tom pale. Detter krever bare 1 flytting.
3. Tilslutt flytter vi de n skivene oppa skive nr n+1. Dette krever x. flyttinger.

| alt har vi da brukt x, +1+ X, =2x, +1 flyttinger. Med andre ord:
X.q =2X, +1.
Dessuten er det opplagt at x, =1.

Vi lgser farst den tilhgrende homogene likningen, som er
hn+1 = 2hn .
Lgsningen er
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h =C-2".
Sa leter vi etter en partikuleer lgsning av formen
p,=K < p,,,=K
der K er en konstant. Vi setter inn i likningen og far
K=2K+1 < K=-1.
Den generelle lgsningen er da
X,=h,+p,=C-2"-1.
Na gjenstar det bare & finne C ved & benytte at x, =1. Vi far
x=1 © C-2'-1=1 & 2C=2 < C=1.
Dermed har vi lgsningen
X, =2"-1.

Med 64 skiver far vi at det ma utferes 2* —1 flyttinger for livet pé jorda oppharer. Det bar
ikke vaere noen umiddelbar fare, selv om munkene jobber sa raskt de bare kan.

L@s Oppgave 2.2.

En gang i blant farer ikke teknikken ovenfor fram. Da multipliserer vi var "prgvelgsning™ med
n, og prever pa nytt slik eksemplet nedenfor viser.

Eksempel 2.5:
Hvor mange forbindelseslinjer kan du trekke mellom hjernene i en n-kant?

Lasning: Vi setter at antall forbindelseslinjer mellom hjgrnene i en n-kant er X, .
Vi kan trekke 3 forbindelseslinjer mellom hjgrnene i en trekant, slik at
X, = 3. Dersom vi utvider med et nytt hjgrne slik at vi far en 4-kant,

kan vi trekke en ny forbindelseslinje fra hvert av de opprinnelige
hjgrnene til det nye hjarnet. Vi har derfor at
X, =X +3.

Generelt har vi at nar det er x. forbindelseslinjer mellom hjgrnene i en n-kant, og vi fayer til

ett nytt hjgrne slik at vi far en n+1 - kant, kan vi trekke ei linje fra hvert av de n opprinnelige
hjgrnene til det nye hjarnet. Dette gir differenslikningen
X, =X, +N.

For & lgse denne likningen, finner vi farst lgsningen av den tilhgrende homogene likningen
som er

hn+l = hn :
Denne lgsningen er
h,=C-1"=C.

Siden f(n)=n (farstegradspolynom i n), praver jeg en partikuler Igsning
p,=A-n+B < p,,=A(n+1)+B.
Setter inn i den opprinnelige likningen:
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pn+1= pn_'_n
A(n+1)+B=(A-n+B)+n
A-n+A+B=A-n+B+n
A=n

Men dette kan umulig stemme, fordi A skal vaere en konstant. Vi ma altsa gjere et nytt forsgk,
og prever da a multiplisere var farste partikulzre lgsning med n. Vi praver altsa

p, =n(A-n+B)=An’+Bn
P, =An+1)’+B(n+1)=A(n®+2n+1)+ B(n+1)= An? + 2An+ A+ Bn+B
Setter inn i den opprinnelige likningen:

Pria =Py N
AN’ +2An+A+Bn+B=(An’+Bn)+n
2A-n+ A+B=n
(2A-1)n+(A+B)=0
Dersom dette skal veere oppfylt for alle verdier av n, ma vi ha at
2A-1=0 & 2A=1 < A:%

0g
A+B=0 < B=-A=-1.

Dette gir en partikulaer lgsning
p,=n(3n-3)=4(n-1).
Den komplette lgsningen av likningen blir da
X, =h +p,=C+2(n-1).
Finner C:
x,=3 & C+i(3-1)=3 & C+3=3 & C=0.
Antall forbindelseslinjer mellom hjgrnene i en n-kant er altsa
X, =2(n-1).

Las Oppgave 2.3, og fortsett med lineare 2.ordens differenslikninger.
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