Forelesningsnotater i matematikk.
System av lineaere 1.ordens differensiallikninger. Komplekse egenverdier. Side 1

2.2. Komplekse egenverdier.
Nar vi skriver et system av differensiallikninger pa formen
y'=A-y,
der A har bare reelle elementer, forekommer det at A far kompleks konjugerte egenverdier
Ar,=azxif.
Da har vi tidligere vist at de tilhgrende egenvektorene ogsa er kompleks konjugerte, og vi
skriver dem
V,=Uuzxiw.
Disse egenverdiene og egenvektorene farer til at lgsningen av likningssystemet far ledd av
formen
Ce™'v, +Ce™v,.

Na kan vi selvfglgelig bruke leddene slik de star uten a bry oss om at de er komplekse. Men
for & fa noe meningsfylt ut av dem, ma de omformes slik at vi bare far reelle ledd. Denne
prosessen kan vare vanskelig dersom vi ikke er vant til & regne med komplekse tall. For &
hjelpe deg pa vei, skal jeg sette opp disse retningslinjene:

Nar overgangsmatrisen A har en kompleks egenverdi

A=a+ipf,
starter du med a finne en kompleks egenvektor
V=U-+Iiw

til denne egenverdien, der u og w er reelle vektorer.
Definer en vektor
y =el“y =™ e/ v =™ (cos(fx) +isin(Ax))(u+iw),
og splitt denne opp i en realdel og en imaginardel.
Lasningen av differenslikningen vil da inneholde leddene
C,-Re(y)+C,-Im(y).

| et lite vedlegq finner du en utledning som viser hvorfor oppskriften er riktig.
Vi skal na se pa et eksempel som illustrerer hva dette innebeerer.

Eksempel 2.2: Finn den generelle lgsningen til likningssystemet
}’1I = 4Y1 = 3y2
Y, ‘= 3y1 + 4y2

Lgsning: Vi starter som far med a skrive likningssystemet pa matriseform:

s o)

Sa falger vi vanlig prosedyre, og finner egenverdier og tilhgrende egenvektorer til matrisen:
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‘4—/1 -3

-0 & (4-21)°+9=0
3 4-1

Her er det lettest & flytte 9-tallet over pa andre siden av likhetstegnet og trekke kvadratrota:

(4-1)V=-9 & 4-1=43 < A1=4+3i.

Det er tilstrekkelig a finne den ene egenvektoren. Den andre blir kompleks konjugert. Vi
nayer oss derfor med a finne egenvektoren tilknyttet A =4+ 3i. Vi far

(4-(4+30))% -8%, =0 _ ~i3%-3%,=0

=iX
3X1+(4—(4+3i))X2:0 3X1—3iX2:O = X 2

Dette gir en egenvektor

Ifglge oppskriften i ramma skal vi na definere

y =e“*-(cos(Bx) +isin(Bx))(u+iw) = e” - (cos(3x) + isin(3X))gﬂ i IED

4x 0 1 - . 0 . 1

e ((LJCOS(SX)_LJSm(gX)j+I(Ljsm(?’)()+{0}COS(3X)J)
_ ot —sin(3x) i cos(3x)
- cos(3x) sin(3x)

Dermed blir Igsningen av likningssystemet

[yl(x)
Y, (X)

—sin(3x) PO et cos(3x)
cos(3x) 2 sin(3x)

}Cl'Re(y)mz"m(y)=c:l.e4x.[

_ ot —C,sin(3x) + C, cos(3x)
- C,cos(3x) + C,sin(3x)

Dersom vi kjenner startverdiene til y, og y,, kan vi ogsa finne konstantene C, og C, .

Av dette uttrykket ser vi at lgsningen blir en svingning der amplituden vokser som e**, og
perioden T er gitt ved
=27 & T=2=r.

Oppgave 2.3.
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