Forelesningsnotater i matematikk.
Anvendelser av derivasjon. L’Hdpitals regel. Side 1

4. Bestemmelse av grenseverdier (L’H6pitals regel).

Vi har tidligere sett at vi kan f& problemer med & bestemme grenseverdier av formen ” 2" eller
"= L’Hopitals regel er et nyttig redskap til & bestemme slike grenseverdier. Vi skal farst se
pa ” 2”-formen.

La f og g veere to funksjoner som begge er deriverbare for x =a.
Dersom f(a)=0 og g(a)=0,er
f f
i T

o2 g(x) *ag'(x)’

Bevis-skisse: Figuren nedenfor til venstre viser grafene til to funksjoner f og g som er slik at
f(a)=0 og g(a)=0. Lax vere et punkt nzer aslik at x =a+Ax der Ax er svaert liten.

Siden vi har forutsatt at f(a)=0, girtilvekstformelen at

4 a)-a = Ay, ~ '(a)-A
N X (x) Slden g ) 0, gir et tilsvarende resonnement at
|
It )=4y,~g'(a)-A
a AX | y Da bI|r
. g fr(x)-ax  f'(x)
- g'(a)-Ax- ~— '
g'(x)-Ax g'(x)

Jo mindre AXx er, jo bedre blir tilnsrmelsen. Nar Ax — 0, kan vi erstatte ~ med =. Da far vi
f(x f'(x
jim ) _ i £ ()

x—a g(x) x—a g'(x)

som vi skulle vise.

f(x)
9'(x)

Eksempel 4.1: Bruk L’Hopitals regel til & bestemme disse grenseverdiene:

Dersom o0gsa

blir et ” 2 ”-uttrykk, deriverer vi bare teller og nevner en gang til.

sin(2x
a) Iimy
Xx—0 X
. 1-cosx
) M=
9 limnX
x—1 X—l
Lasning:
sin(2x i cos(2x)-2 :
2 lim ( )(:smozg]:"m (2x) _2c0s0_21_,
x—0 X 0 0 Xx—0 1 1 1 =
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Forelesningsnotater i matematikk.

Anvendelser av derivasjon. L’Hdpitals regel. Side 2
. _________________________________________________________________________________________________________________________________________________________|

. 1-cosx( 1-cosO 0) ,. O0—(-sinx) . sinx( sin0 0
b) lim———|=—35—=—|=lim =lim = =
x>0 X 0 0 x—0 2X x—>0 2%

1 L
1x—1\ 0) =11-0 1 =

. _cosx 1
=lim——==.
x>0 2 Z

2.0 0

Oppgave 4.1.

Hittil har vi brukt L’Hopitals regel pa ” 2 ”-uttrykk. Men det fins en variant av L’Hopitals
regel som gjelder for ” = ”-uttrykk. Den ser slik ut:

Et formelt bevis er kronglete. Men du finner en skisse til et litt lurvete bevis i et vedlegg.

Hittil har vi forutsatt at x gar mot en endelig verdi a. Men L’Hopitals regel gjelder ogsa
dersom x — *oo slik setningene nedenfor angir. Farst en variant som gjelder for ” 2 ”-uttrykk:

S en variant som gjelder for ” = "-uttrykk:

Heller ikke her tar vi med noe bevis, men ser heller pa eksempler:
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Forelesningsnotater i matematikk.
Anvendelser av derivasjon. L’Hdpitals regel. Side 3

Eksempel 4.2: Bruk L Hopitals regel til & bestemme grenseverdien

a) lim—
X—0 ¥
. Inx
b) lim—
X—>00 X
Lasning:
. e[ . e 00 . e
a) lim—|=—|=lim—|=—|=lim——>w.
x—% ¥ 00 x—0 2X 00 x>0 2
Denne grenseverdien eksisterer ikke.
. Inx( o) . 1
b) lim—|=—|=lim*=0.
X0 Y o0 X”wl =

Eksemplene ovenfor illustrerer en generell regel: Nar x — +oo vil e*-faktorer dominere over
x" -faktorer, som igjen vil dominere over In x -faktorer.

Oppgave 4.2.

Ver ngye med & kontrollere at du virkelig har et ” 2 eller ” = -uttrykk for du bruker

L’Hopitals regel. Hvis du for eksempel skal beregne
In x
lim —

x—0" X
far du

. (In xj In0* -
lim| —|= =—=—00
x—0"\_ X 0" 0"

slik at denne grenseverdien ikke eksisterer. Du ma ikke begynne a derivere teller og nevner i
slike situasjoner.

Vi har flere former for ubestemte uttrykk som vi ikke har sett pa hittil. En av demer 70 o0 ”-
uttrykk. Slike uttrykk mé& omformes til enten = eller ” 2 ”-formen. Ofte er flere forskjellige

omforminger mulig, og det gjelder a velge den som gir enklest regninger. Hvis du er riktig
uheldig, bruker du en omforming som bare gjar problemet verre og verre.

Eksempel 4.3: Bruk L Hopitals regel til & bestemme disse grenseverdiene:
a) lim(x-Inx)
x—0"

b) lim ((x-%)-tanx)

=
X—>2

Lasning:

a) lim (x-Inx) (=0-(—)).

x—0"
Praver omformingen

Inx Inx
X-INX=—s=—-.
4 X

X

Dette gir
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Forelesningsnotater i matematikk.
Anvendelser av derivasjon. L’Hdpitals regel. Side 4

1 2

. . Inx . =
lim (x-Inx) = lim — = lim —

2

x—0" x—0" X x—0" —X X x—0" —1
Jeg kunne ogsa prgvd omformingen
X X
X-Inx=—= —
Tk (In X)
Men her vil derivasjon av teller og nevner gi
1 2
————=-x-(Inx)
_(|n X)72 L
X

som er et verre problem enn det vi startet med. Dersom vi prgver a gjenta bruken av
L’Hépitals regel, blir uttrykket bare verre og verre.

b) lim ((x—%)-tanx)(=0-).
Jeg prgver omformingen
. _(x—g)sinx
(x Z)tanx_—cosx .
Da blir

1-sinx+(Xx—%)cosx

lim ((x—%)-tanx) = lim

X% X% —sin X
X —Z)COoS X .
XL SIn X 1 -
Oppgave 4.3.

En annen form for ubestemte uttrykk er oo — o0 ”-formen. Her kan vi prgve a omforme til

7= eller ” 2 ”-formen, for eksempel ved & samle uttrykket pa en fellesnevner slik som neste

eksempel viser:

Eksempel 4.4: Finn
: (1 1)
lim| ———|.
x>0\ X sinXx

Lasning: Direkte innsetting av X =0 gir et ” oo — oo ”-uttrykk. Vi omformer derfor slik:

. 1 1 . Sinx—x( sin0-0 O
lim| ————|=lim——— | =———=—
x->0"\ X  SINX x—0" X -SIN X 0-sin0 O

_ lim cosx—1 3 cos0O-1 0
x>0 1-sin X+ Xx-cosx\ 1-sin0+0-cosO O
. —sinx—-0
= lim -
x—0' COS X +(1- COS X + X - (—sin x))
—sin0-0 0

o

0
- cos0+(1-cos0+0-(—sin0)) T1+41-0 2
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Forelesningsnotater i matematikk.
Anvendelser av derivasjon. L’Hdpitals regel. Side 5

Oppgave 4.4.

Vi skal til slutt se pa grenseverdier for uttrykk av formen

v(x)
y="f(x)=(u(x))""
Da forekommer det at lim f (x) gir uttrykk av formen ”0°”, " oo’ eller 1" . Alle disse

formene har til felles at grenseverdien avhenger av om grunntallet eller eksponenten vil
dominere nar x — a.

For & kunne bruke L’Hépitals regel, omformer vi slik:
™ _et der L = lim(Iny).

X—a

limy =lim(e" ) —en

X—a X—a

Nér y =u" (der det er underforstatt at bade u og v er funksjoner av x), blir
L=lim(Iny)=lim(In(u")) =lim(v-Inu).

X—a

Hvis vi er heldige og dyktige, kan vi bruke L*Hopitals regel til & finne denne grenseverdien.
Deretter blir limy =e".

X—a

Vi summerer opp:

Lasning:
a) Dette er et ”0°”-uttrykk. Da blir
L = lim (Inx*) = lim (x-Inx) =0

x—0" x—0"

ifalge Eksempel 4.3a. Dermed har vi at
limx*=e-=¢’=1

x—>0" =

b) Dette er et ”1” ”-uttrykk. Da blir
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Anvendelser av derivasjon. L’Hdpitals regel. Side 6
1 In(x+1
L = lim ( In(x+1)*): lim (1 In(x+1)]: lim M(zgj
x—0* x—>0"\ X x—0" X 0
1
_Jim 2L = fim—— = 4

x>0" 1 x»0" X+1 0+1
Dermed har vi at
lim x+1§:e
xao*( )

(Dette bar ikke komme som noen overraskelse dersom du kjenner definisjonen pa tallet ).

L:elzg-

c) Dette er et ” oo ’-uttrykk. Da blir
L= Iimﬁ(ln((tan x)cosx)): lim (cosx-In(tanx))(=0-Inco=0-)

L.Xél
In(tanX) — lim tan x 5% x = lim % = lim Coi—gzo

_1)W(_S|n X) X%%7 SiI‘IX X%%i SinZX _12
Dermed har vi at

lim (tanx)™" =e* =¢° =1.

=
X*)z

= lim -
X% (cos x) X%

—~

Oppgave 4.5.
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