Forelesningsnotater i matematikk.
Linezre 2. ordens differensiallikninger. Innledning. Side 1

Lineaere 2. ordens differensiallikninger.

1. Innledning.
En 2.ordens differensiallikning er en likning som inneholder y"(x), og som ogsa kan

inneholde y'(x), y(x) og/ eller x. Slike likninger er adskillig vanskeligere & lgse enn de

tilsvarende forste ordens differensiallikningene. Vi skal begrense oss til linezre 2. ordens
differensiallikninger:

En differensiallikning av typen
y"+p(x)-y+a(x) y=r(x)
kalles en linezr 2. ordens differensiallikning.

Betegnelsen linezer kommer av at bade y, y' og y" inngar som fgrstegradsfaktorer.

Du husker sikkert at lineaere forste ordens differensiallikninger lgses med formel. Dessverre
fins det ingen slik formel til & lgse lineare 2. ordens differensiallikninger. Det er faktisk bare i
noen helt spesielle tilfeller at slike likninger lar seg lase eksakt. Heldigvis er det svart mange
problemstillinger innen fagomrader som fysikk, mekanikk, elektrisitetslere osv. som farer til
slike lgsbare likninger. Du bgr derfor leere deg lgsningsteknikkene for slike likninger.

Mange av de teknikkene vi skal utvikle, kan lett generaliseres til linezere n’te ordens
differensiallikninger, d.v.s. likninger som inneholder n’te deriverte av y.

Da vi gikk gjennom lineare 1.ordens differensiallikninger, sa vi ogsa pa en type lineare
2.ordens differensiallikninger som lar seg lgse eksakt. Det er likninger der g(x) =0 slik at
likningen blir

y'+p(x)-y'=r(x).
Du husker sikkert at slike likninger lgses ved a innfgre en ny funksjon

z(x)=y'(x) o z'(x)=y"(x).
Denne substitusjonen omformer likningen til en linezr 1. ordens differensiallikning

z'+ p(x)-z=r(x)
som vi kan lgse med formel. Vi frisker pa hukommelsen med eksemplet nedenfor.

Eksempel 1.1: Lgs differensiallikningen

n 1 1
y'+—y'=X.
X

Lasning: Vi innfarer
z(x)=y'(x) < z'(x)=y"(x),
og likningen blir

1
Z'+—7=X.
X
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. _________________________________________________________________________________________________________________________________________________________|
Hjelpefunksjonen blir da
FOO=[ Zdx=Inx
X
slik at

z(x)=e""x(j x-e'"xdx+C)=%(I x~xdx+C)

1 1 C
:;(I x2dx+C):;(§x3+C):§x2+;

Her har jeg benyttet at

In x

e =x
slik at
-1

e—lnx _ (elnx) _ X—1 _

Men vi er egentlig bare halvveis i lgsningen. Vi skal jo finne y, ikke bare z. Na vet vi at
z(x)=y'(x)
slik at

y(x)=j z(x)dx=I (%xz+%)dx=§-%x3+C~ln|xl+C2 =ix*+CInlx/+C, .

Legg merke til at lgsningen inneholder to konstanter.

Nar vi na skal ga lgs pa mer generelle 2. ordens differensiallikninger, trenger vi et par viktige
definisjoner:

Disse begrepene er svert viktige pa grunn av setningen nedenfor:
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En partikulaer lgsning er en eller annen funksjon som passer inn i den gitte inhomogene
differensiallikningen.

Setningen inneholder to pastander:
1. Dersom vy, (x) er lgsning av den tilhgrende homogene likningen, mens y, (x) eren

partikuler lgsning av den inhomogene likningen, sa er
Y (%)= ¥ () +, (%)
ogsa lgsning av den inhomogene likningen.

2. Det fins ingen andre lgsninger av den inhomogene likningen.
Du finner bevis for disse pastandene i et eget notat.
Det er na naturlig a studere slike likninger i denne rekkefalgen:
Farst skal vi se pa homogene lineare 2.ordens differensiallikninger.

Deretter skal vi se hvordan vi lgser inhomogene linezre 2.ordens differensiallikninger,
d.v.s. hvordan vi finner en partikuler lgsning av likningen.

Slike likninger forekommer ofte innen fagomrader som for eksempel fysikk, mekanikk og
elektrisitetslare. | et notat om svingninger kan du se eksempler pa dette.

Hvis du farst behersker teknikken for a lgse 2.ordens differensiallikninger, er det kort vei til &
lgse hgyere ordens differensiallikninger og system av 1.ordens differensiallikninger.

Til slutt bar du regne gjennom et utvalg blandede oppgaver.
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