Farste ordens differensiallikninger.
Anvendelser. Side6-1

6. Varmetransport.

Bakgrunn: Varmetransport er et stort og komplisert fagfelt. I dette lille notatet skal vi kun se
pa en liten flik av dette fagfeltet. Vi skal ta for oss et legeme som har temperatur T, mens
omgivelsene rundt legemet har temperatur T,. Eksperimenter viser at dersom legemet ikke
tilfares energi pa annen mate enn ved kontakt med omgivelsene, vil temperaturendringen AT
i legemet vaere proporsjonal med temperaturforskjellen mellom legemet og omgivelsene, og
proporsjonal med tiden. Vi skal la T (stor bokstav) sta for temperatur, mens t (liten bokstav)
star for tid. Da far vi:

AT = k(T -T,)At
Proporsjonalitetsfaktoren k avhenger av legemets starrelse og varmekapasitet, og av stgrrelse
og termiske egenskaper for grenseflaten mellom legemet og omgivelsene. Disse sammen-
hengene skal vi ikke komme inn pa na. Minustegnet skyldes at temperaturen i legemet avtar
nar T >T,, mens temperaturen gker ndr T <T,.

Vi skal videre anta at legemet har samme temperatur T over alt. | praksis er dette lite
realistisk, fordi det alltid vil vaere en varmetransport inne i legemet, og en slik varmetransport
krever en temperaturforskjell. Men dersom temperaturen endres langsomt, eller dersom vi har
en veske eller gass med omrgring, kan vi bruke denne antakelsen.

Na lar vi At — 0. Da kan likningen ovenfor skrives pa formen

4T = k(T -T,)dt < ‘i‘j_::_k(T 1),

Dette er den grunnleggende likningen for varmetransport. Vi rammer den derfor inn:

Dersom temperaturen i et legeme er T, og omgivelsestemperaturen er T, , har vi at

dT
—=—Kk(T-T
dt ( 0)
der t er tiden mens k er en konstant som avhenger av fysiske egenskaper ved legemet og

omgivelsene.

| eksemplene nedenfor skal vi se pa to anvendelser av denne likningen.

Eksempel 6.1: En melkekartong har statt lenge i kjeleskapet, slik at temperaturen i melka er
blitt 5.0°C. Den tas ut av kjgleskapet, og settes i et rom der temperaturen er konstant lik
20°C. Etter & ha statt i rommet i 30 minutter, er temperaturen i melka blitt 8.0°C.

a) Finn temperaturen T i melka som funksjon av tiden t.
b) Hvor lang tid tar det far temperaturen i melka er steget til 17°C ?

Lgsning: Starter med a lgse differensiallikningen, og benytter da at omgivelsestemperaturen

T, er konstant lik 20°C . Far da:
iy :—k(T —TO) o 2l
dt T-T

(0]
Dette integreres:

=—kdt
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J~ dT
T-T,
|-|- _-|-0| _ kO gkt oG _ cake

der C =e“. N& ma vi benytte de kjente opplysningene:

=[ —kdt < InT-T|=-k-t+C,

Nar t =0, er T =5°C. Setter dette inn i lgsningen (og ser bort fra benevninger), og far
[5-20|=Ce™® < |-15=C1 < C=15

Siden T <T,, er
[T-T,|==(T-T,)=-T +T,=-T + 20,

slik at
T-T|=Ce™ < -T+20=15¢"" < T =20-15¢"".

Na gjenstar det a finne k. Vi bruker minutt som tidsenhet, og benytter at
T(30)=8 < 8=20-15e"® o 15e**=12 o e*¥-2_4

< -30k=In(¢) < k=-%(In4-In5)=%(In5-In4)=2In(%)
Da blir

i
30t

T(t)=20-15e** = 20-15¢ (5" = 20 15(e"()
= 20-15.(3) *' =20-15.(¢)*"

Nar temperaturen er steget til 17°C, har vi at

T(t)=17=20-15-(4)" o 15.(4)*'=20-17-3 & (&' =2=1.
Tar logaritmen pa begge sider:

In1-In5 In5

Zt-In(2)=In(%) & t=30——=30———~216.

st-In(3)=In(s) In4—In5 IN5—-In4 =
Det vil altsa ta 216 minutter, eller 3 timer og 36 minutter, fra kartongen tas ut av kjgleskapet
og til temperaturen er blitt 17°C .

Eksempel 6.2: Vi skal anta at temperaturen i lgpet av et vinterdggn varierer sinusformet fra
—5°C om natten til 5°C om dagen. Dersom vi lar start-tidspunktet vaere det tidspunktet der
temperaturen passerer 0°C pé vei opp, kan temperaturen gis ved formelen

T,(t) =5sin 27 ) _sin[ Zt ).
24 12

Finn hvordan temperaturen inne i ei hytte varierer med tiden nar vi antar at start-temperaturen
inne i hyttaer 0°C.

Lasning: Vi tar igjen utgangspunkt i likningen
dT

—=—k(T-T,).

dt ( 0)

Setter inn at
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T,(t) = 5$in(%t)

og far

2l =—Kk|T- 5sm(—tj & d—T+k-t=5k-sin(ltj
dat 12 dt 12

Dette er en linezr differensiallikning som lgses etter standard oppskrift:

:jkdtzk-t

T(t):e“U 5ksin[%t]e"‘dt+cj
k{5k[ﬁsm(12tj s ( )cos(ﬁthek‘JrCJ

17
:kzs—i(()Z(ksin(Et ——cos —t j+Cekt
4+ /

12

Her er integralet lgst med dataverktay.

Finner C:

T(0)=0 < —)Z(ksin(o)—%cos(o)j+Ce°=0

5k - £

Side 6 -3

Dette fryktinngytende uttrykket blir kanskije lettere a forsta dersom vi starter med & merke oss
at leddet ze™ inne i parentesen gar mot null nar t blir stor. Etter en tid er det derfor de to

andre leddene som vil dominere. Disse leddene blir lettere a tolke dersom vi innser at

ksin(itj—icos(it]: k? +(% ) S|n(—t+¢]
12 12 12 12

T

der

tang = —i&
Tk

& . T . T T .
kontroller selv ved a benytte at sin| —t + @ |=sin| —t [c0S@ + coS| —t [Sing).
( 4 (12 (pj (12 j * (12 j ¢)

Dermed kan lgsningen skrives pa formen
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5k N (7 T
T(t):—z( k2+(5) 'Sln(ﬁt+¢j+ﬁe ktJ
:—z-sin(—t+¢j+%-£e“
k2+(ﬁ) 12 k +(£) 12

Det farste leddet blir en sinus-funksjon som er tidsforskjgvet i forhold til ute-temperaturen,
mens det siste leddet skyldes start-temperaturen og forsvinner etter hvert.

For a fa mer Kkjgtt og blod pa denne lgsningen, ma vi ansla en fornuftig verdi av k. Da benytter

vi at leddet L ze™ kommer fra start-temperaturen i hytta. Dersom vi antar at dette bidraget er
neglisjerbart etter ca. ett degn, kan vi sette
e ¥ re? o -2kx-2 o k=i,

Med denne verdien av k blir

tanp=-2=-2=—rz < @=-126rad ~-72".

k &
Videre blir
2
k2+(ﬁ) =(3) +(%) ~0.0755
slik at
5.1 (r 5.1 7 L
T(t)=—22—-sin| —t-1.26 |+ —2_.—e 12
() +0.0755 (12 j 0.0755 12

1

~1.52sin (%t —1.26) +1.44e 2

—
H—

G A OBk ok, v A~ G
= ———+———1

En grafisk framstilling av temperaturen T som funksjon av tiden t for de farste 3 dggnene er
vist ovenfor. Der er ogsa utetemperaturen tegnet inn sammen med de rette linjene T =+1.52.
Vi ser hvordan temperaturen i hytta svinger mellom —1.52°C og 1.52°C etter at start-bidraget
er borte. Videre ser vi at temperaturen inne i hytta vil gke sa lenge det er varmere utenfor enn
inne i hytta, og at temperaturen inne i hytta avtar nar det blir kaldere utenfor enn inne i hytta.
Det virker jo rimelig, og antyder at var lgsning er korrekt.
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