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2. Separable differensiallikninger.

Vi skal na lzere oss en systematisk lgsningsteknikk for en bestemt type differensiallikninger,
nemlig de separable differensiallikningene.

Poenget med denne skrivematen er at venstre side kun er en funksjon av y, multiplisert med
y', og at hgyre side kun er en funksjon av x. Vi har altsa separert de to variablene x og y.

Teknikken illustreres med et par eksempler:

Lasning: Vi starter med & separere likningen. Vi multipliserer da med y pa begge sider av
likhetstegnet:

y-y'=x*
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Sa erstatter vi y' med j—y og multipliserer med dx:
X

yd—y:x2 & ydy=xdx.
dx

Neste trinn er a integrere begge sider:
J' ydy =I x2dx

som gir
% y? = %x*” +C

der C er en felles integrasjonskonstant for begge integralene.
Sa multipliserer vi med 2 og trekker kvadratrota:

/2 3
=+ [—x"+2C .
Y 3

Men siden C er en vilkarlig konstant, er ogsa 2C en vilkarlig konstant. Vi skriver derfor C
istedenfor 2C, slik at lgsningen blir

2
=1, /=X +C.
¢ 3

Eksempel 2.2a: Los differensiallikningen y'=x-y.

Lasning: Vi starter med a separere likningen. Vi deler da med y pa begge sider av
likhetstegnet:

1 1
—_ y =X
y
Sa erstatter vi y' med j—y og multipliserer med dx:
X
iﬂ:x & —dy = xdx
y dx
Neste trinn er a integrere begge sider:
1
—dy=| xdx
Lo
som gir

In|y|=1x*+C
der C er en felles integrasjonskonstant for begge integralene. Dette omformes ved hjelp av
regneregler for logaritmer:

| =10 — g gC =CL%XZ.
Her har vi benyttet at nar C er en konstant, ma ogsé e veere en konstant som vi kaller C, .
| praksis kan vi tilpasse C, slik aty far riktig fortegn. Vi slayfer derfor absoluttverditegnene,
og slayfer ogsa indeksen ; pa konstanten. Da blir lgsningen

y=C-e* .
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Na ber du preve deg pa noen enkle oppgaver fgr du gar lgs pa litt vanskeligere oppgaver.

Hittil har vi kun funnet den generelle lgsningen til differensiallikningene. Na skal vi se pa
noen initialverdiproblem der vi skal bruke en startbetingelse til & finne den konstanten som
inngar i den generelle lgsningen.

Eksempel 2.2b: Lags differensiallikningen y'=x-y, y(0)=2.

Lasning: Fra eksemplet ovenfor har viat y=C e Benytter at y =2 nar x=0, og far:
2=Ce"=C-1 & C=2.

Da blir lgsningen y = 2 .

Vi kunne ogsa funnet konstanten C pa et tidligere tidspunkt. Vi gar inn i lgsningen fra
Eksempel 2.2a nar vi har funnet at

In|y|=%x*+C.
Benytter at y=2 nar x=0, og far
In2=%.0°+C < C=In2.
Da blir
Iny=1x*+In2 < Iny-Ih2=1ix* < In(

N <
~—~—
Il
N =
>

N

o2
2X

y _ _2%"2
= 3—e & Yy=L26€

Vi kan slgyfe absoluttverditegnet fordi vi vet fra startbetingelsen at y er positiv nar x=0.

Las oppgave 2.2.

Dersom vi kjenner en startbetingelse, kan vi finne konstanten C ved innsetting slik vi har sett
far. Men vi kan ogsa bruke en annen teknikk, slik neste eksempel viser:

Eksempel 2.3: Lgs differensiallikningen y-y'=sinx, y(0)=0.

Lasning: Vi setter y'= g—y multipliserer med dx og integrerer:
X
J. ydy :j sin x dx
som gir
1y?=—cosx+C.
Allerede na kan vi finne C ved a benytte at y =0 nar x =0. Men vi falger vanlig prosedyre

og finner farst y som funksjon av x. Vi multipliserer da med 2 pa begge sider av likhetstegnet,
trekker kvadratrota og innfarer en ny konstant. Dette gir

y =++/C —2c0sX.

Sa benyttes startbetingelsen for a finne C:
y(0)=0 < £4JC-2c0s0=0 < C=2cos0=2.
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Legsningen blir altsa

y =++2—2C0SX .

Sa var det den andre metoden. Da setter vi inn startbetingelsen som nedre grense for
integralet, mens vi lar et vilkdrlig punkt (x, y) vere gvre grense. Vi integrerer altsa slik:

y X .
IO ydy = jo sin x dx
som ved integrasjon og innsetting av grenser gir

[%yz}zz[—cosx]g < 1y’ -0=-cosx+cos0 <« y?=-2c0sx+2-1

& y=142-2c0sX

Skal vi veere formelle, har vi gjort et par stygge feil ovenfor: Vi har brukt samme symbol for
integrasjonsvariabelen som for en grense. Det er mer korrekt & midlertidig erstatte
integrasjonsvariablene x og y med for eksempel u og v, mens grensene er x og y. Da far vi:

_[yudu=jxsinvdv
0 0
som gir
[%uzlf:[—cosv]: o 1y?-1.0°=-cosx+cos0 < y=+2-2cosX.

Las oppgave 2.3.

Fortsett med linere 1. ordens differensiallikninger.
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