Farste ordens differensiallikninger.

3. Lineere farste ordens differensiallikninger. Side3-1
. ____________________________________________________________________________________________________________________________________________________|

3. Lineeere fogrste ordens differensiallikninger.

Den neste hovedtypen av farste ordens differensiallikninger er de lineaere differensial-
likningene. De ser slik ut:

Merk at koeffisienten foran y' ma veere 1.

Slike differensiallikninger lgses vanligvis med formel:

Merk at du ikke trenger & ta med integrasjonskonstant nar du finner hjelpefunksjonen F

Lasning: Likningen er allerede pa den riktige formen y'+ f y g
Serat f(x)=x ogat g(x)=2x
Finner farst
F(x)=j f(x)dx=j xdx:%_xz.
Da blir

.______________________________________________________________________________________________________________________________________|]
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Farste ordens differensiallikninger.
3. Lineare farste ordens differensiallikninger. Side 3-2

y(x)=e "% (I g(x)-e"Mdx + C) —e (I 2% 2 dx + C)

_1y2 142 _1y2 142 _1y2,1y2 _1y2 _1y2
S (ZJ. x-e" dx+C)=e a (2e2x +C)=Ze 2T 1 Cet =2+4Ce

| praksis lgses gjerne integralet med dataverktgy. Men dersom du lgser det for hand, vil
substitusjonen
du

— =2X
dx

u=3ix* =
raskt fgre fram.
Finner til slutt C ut fra startbetingelsen:

y(0)=1 < 2+Ce?’ =1 o 2+C=1 & C=-1.
Altsa er lgsningen

y(x)= 2,

Far du gar videre, kan du prgve deg pa et par enkle oppgaver.

Vi tar et eksempel til, som illustrerer at det er en fordel & kunne regnereglene for logaritmer:

Eksempel 3.2: Lgs differensiallikningen
X-y'=y=x*, y(1)=2.

Lasning: Vi ma farst dividere likningen med x for a fa den over pa standardformen
y'+ f(x)-y=9(x).
Far da:
.1
y-——y=X
X
Her ser vi at
1
f(x)=——
(x)=-
og at
g(x)=x.

Vi starter som vanlig med a finne hjelpefunksjonen
1
F(x)=| f(x)dx=| ——dx==Inx.
(x)J.(x)xIXx nx
Da blir
Y(x):eF(X)(I g(x)-eF(x)dx+C)=e('”x)(I x~e"“xdx+C).

Og sa kommer ngkkel-operasjonene:

eIn>< =X
slik at

e—lnx _ (elnx)_1 _ X—l _ 1 '
X
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Farste ordens differensiallikninger.
3. Lineare farste ordens differensiallikninger. Side3-3

Nar dette settes inn, far vi:

y(x):xU X-idx+C]:x(J' 1dx+C):x(x+C):x2+Cx.
Da gjenstar det bare & finne C:

y(1)=2 < 1°+C-1=2 < C=1.

Lasningen blir da
y(x)=x"+X.

Las oppgave 3.2.

Til slutt skal vi ta med et eksempel pa en lineaer 2. ordens differensiallikning som kan
omformes til 1. ordens:

Eksempel 3.3: Lgs differensiallikningen
y'—y'=x, y(0)=y'(0)=0.

Lasning: Ngkkelen her er at y mangler i differensiallikningen. Vi kan da innfgre en ny
variabel
z=y' = 1'=Yy".
Likningen kan na omformes til
7'-7=X.
Dette er en linezr farste ordens differensiallikning, som lgses pa vanlig mate:

F(x):J (-1)dx =—x.
z(x)= g (F(¥) (J. g(x)- e"Mdx + C) = e(x)(j X-e X + C) =% ((—x —1)e™* + C)
=(-x-1)e* " +Ce* =Ce* —x-1
Integralet kan lgses med delvis integrasjon.
Sa ma vi finne y. Vi tar da utgangspunkt i at z=y"' som gir
y'=1 o y:J. zdx:j (Ce*—x-1)dx=Ce* -1x* - x+C,.

Legg merke til at vi far to integrasjonskonstanter. Heldigvis kjenner vi to startbetingelser, og
kan da finne de to integrasjonskonstantene:

y'(0)=0 < 2(0)=0 < Ce’-0-1=0 < C-1=0 < C=1.

y(0)=0 < 1~e°—%~02—0+C2:0 & 1+4C,=0 & C,=-1.

Altsa blir lgsningen av differensiallikningen:
y(x)=e"-3x*-x-1.

Las oppgave 3.3.

Na er det pa tide & se pa noen anvendelser.
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