Farste ordens differensiallikninger.
Anvendelser. Side5-1

5. Elektrisitetsleere.

Bakgrunn: Elektriske kretser er i hovedsak bygd opp av motstander, kondensatorer og spoler,
samt strem- og spenningskilder. De viktigste lovene som gjelder for slike kretser er:

Dersom det gar en strgm | gjennom en
motstand med resistens R, sa er spenningen Ug
over motstanden gitt ved

U.=R-I.

Dersom en kondensator med kapasitans C er
koplet inn i en krets der stremmen er |, sa er
C spenningen Uc over kondensatoren ved
tidspunktet t gitt ved

——'[ dr+U 0)

der UC( ) er spenningen over kondensatoren
ved t=0.

L Dersom det gar en strgm | gjennom en spole

gﬁs f& ;& f& A ;ﬁﬁ med induktans L, sa er spenningen U, over
spolen gitt ved

U, —Ld—l
dt

Dessuten gjelder Kirchhoffs lover:
1. Summen av alle strammer inn mot et knutepunkt (regnet med fortegn) er lik null.
2. Summen av alle spenningsfall i en lukket krets (regnet med fortegn) er lik null.

Eksempel 5.1: (Utladning av en kondensator).
En motstand og en kondensator er koplet sammen med en bryter
R slik figuren til venstre viser. Ved tidspunktet t =0 slas bryteren
/ C—|_ pa slik at kondensatoren og motstanden utgjer en lukket krets.

Idet kretsen lukkes, er spenningen over kondensatoren U (0) =5.

Finn spenningen over kondensatoren som funksjon av tiden mens kondensatoren utlades
gjennom motstanden.

Lgsning: Nar bryteren er lukket slik at vi har en lukket krets, gir Kirchhoffs spenningslov at
U, +U. =0 < R|+—j r)dzr =0

Na er det vanlig a derivere denne likningen for a bli kvitt integralet. Vi far da
dl 1
R-—+—-1(t)=0.
dt C (®)
Denne differensiallikningen lgses enklest ved a oppfatte den som separabel (vi kan ogsa
oppfatte den som linegr):
a___ Ly
I R-C
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Farste ordens differensiallikninger.
Anvendelser. Side5-2

Integrerer pa begge sider, og far
o 1,
—et.p RC _— Ke R-C

Ky

Nl=—1 t+K, o |(t)—e’$”
R-C

der jeg kaller integrasjonskonstanten K; og setter K =e". For & finne K, benytter jeg at

R-1(0)+U.(0)=0 < R-Ke"+5=0 < Klz_%
slik at
5 -1,
l(t)=—— R-C
(1)=-2¢

Spenningen over kondensatoren finnes na enklest ved a benytte at

(U0 = Ue(t)=-Uy(t)=-Re 1 (9= -2 1 |-ge e

@D

Vi kunne ogsa benyttet at

1t 1+ 5 7i»1 -5 ,L.Tt
Uc(t):EL'(T)dr+Uc(0):EIO—Ee R-C dr+5:ﬁ-(—R-C){e R-C } +5

0

1 S
=5|e RC —1|+5="5e RC

Eksempel 5.2: (Vekselspenning gjennom en kondensator).
= En motstand og en kondensator er koplet sammen med en
%) c—— spenningskilde slik figuren til venstre viser. Her er U (t)
? spenningen over en ytre spenningskilde.

Finn spenningen U (t) over kondensatoren nar U (t) =sin(«t), U, (0)=0.

Lasning: Vi starter som i forrige eksempel med a sette opp Kirchhoffs spenningslov:
1t .
U(t)+Us () =U (1) & R-1(t)+<[]1(z)dz+Uc (0)=sin(ot)

Som i forrige eksempel deriverer vi likningen for a bli kvitt integralet, og far

R L (t)=w-cos(at) < aL L =2C05(a)t)
d C dt R-C R
Dette er en lineeer differensiallikning som lgses etter standard oppskrift. Finner farst
1 1
F(t)= dt = t.
(1) I R-C R-C

Da blir
1 1
1(t)= eF(t)(_[ g(t)-e"Vdt + K) = e_R‘CtU %Cos(a)t)emtdt + K)
_ eiﬁt C -a)COS(a)t) +C2a)2RSin(a)t) eRflct e
C?R%w? +1
_ C - wcos(at)+C*w’Rsin(at) . Ke—%t
C?R*w* +1
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Farste ordens differensiallikninger.
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Her er integrasjonen utfart med dataverktey. Finner K:
2_2
Cw1+Ca)R0+K§J+O

U(0)=R-1(0)+U,(0) < sin(0)= R.[

C’R’w* +1
B Cw
(RCo)’ +1
slik at stremmen i kretsen blir
C-a)cos(a)t)+Cza)2Rsin(a)t) Cw 1
I(): 202 .2 T ~2p2 2 e Re
CRw +1 CRw +1

1

_ oCcos(at)+w’RC’sin(wt) _Cuwe RC
(RCa))2 +1

Spenningen over kondensatoren blir da
= —J. dr +U.

1
__J‘t wC cos(wz) + w’RC?sin(wr) - Cae R

(RCa)) +1

dz+0

1 t

sin(wr) - RCocos(wr) + RCwe RS’
(RCw) +1

1
sin(wt) + F{Ca{eRCt - cos(a)t)]

(RCo)’ +1
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