Farste ordens differensiallikninger.
4. Andre typer 1.ordens differensiallikninger. Side4-1

4. Andre typer fagrste ordens differensiallikninger.

Vi har sett at de separable og de linezre farste ordens differensiallikningene er svert nyttige
for & lage matematiske modeller av fysiske prosesser. Men det fins mange andre farste ordens
differensiallikninger. Vi skal na se hvordan vi kan lgse noen slike.

4.1. Generelt om substitusjon.
Anta at vi har en fagrste ordens differensiallikning som inneholder en fri variabel x, en ukjent
funksjon y samt y'. En vanlig metode gar ut pa a erstatte y med en ny variabel pa en slik mate

at likningen blir enklere 3 lgse. Dessverre fins det ingen generell teknikk for & gjare dette. Vi
har riktignok et par vanlige situasjoner, for eksempel homogene likninger og Bernoullis
likning som vi skal se naeermere pa nedenfor. Men farst skal vi se pa et par andre eksempler.

Eksempel 4.1: Lgs differensiallikningen

dy 2
—=(Xx+y+3
= (XY +3)

Lasning: Denne likningen er verken linezr eller separabel, og ser noksa haplgs ut. Men se hva
som skjer dersom vi innfgrer en ny variabel

z(x)=x+y(x)+3
For enkelhets skyld slgyfer vi x-ene i parentes, og far:

I=X+y+3 & y=1-Xx-3 & d_y:%_l
dx dx
Nar dette settes inn i likningen, far vi
E_lzz2 =N E=22+l & dz = dx

dx dx 7° +1
Integrerer pa begge sider, og far

I 2dz :I dx < arctanz=x+C < z=tan(x+C)

z°+1

Den generelle lgsningen av differensiallikningen blir da
y=z-x-3=tan(x+C)-x-3

4.2. Homogene likninger.
La oss ga rett pa sak:

En differensiallikning som kan skrives pa formen

e

sies a veere homogen. Slike likninger lgses med substitusjonen

z:l & Yy=IX & Y'=1'X+12
X
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Farste ordens differensiallikninger.
4. Andre typer 1.ordens differensiallikninger. Side 4 -2

La oss se hvordan dette fungerer i praksis.

Eksempel 4.2: Lgs differensiallikningen

Xy-y'=x*+2y?
Lgsning: Vi starter med a dele likningen pa xy, og far
2 2
y':X_+2L: X+2l:l+21

Xy Xy ; X < X
Sa setter vi inn

7=
X
0g
y'=2"x+2,
og far
. 1 dz 1
2'X+2=—4+27 & — X=—+12
A dx Z

Denne likningen er separabel:

—~x:1+z = x-dz:(1+ z)dx
Z

o x-dz=(z2+1)dx
z dx
——dz=—
- +1 X
Sa integrerer vi begge sider. Integralet pa venstre side integreres med substitusjonen

S

u=2+1 < d—u=22 & zdz=1du
dz

Far da
I 22 dz = %
- +1 X
J. %du _ %
u X
Linu=In|x/+InC, =In(Cx)
Inu=2In(C,x) = In(Cx)* = In(Cx?)
u=Cx?
Men
2
u=22+1=(lj +1=Cx?
X

Da blir

y2

7:(:)(2_1 & yP=Cx'=x?
slik at

y=+J/Cx* —x*.
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Farste ordens differensiallikninger.
4. Andre typer 1.ordens differensiallikninger. Side4-3
4.3. Bernoullis likning.
Vi husker at den linegre forste ordens differensiallikningen var
y+ f(x)y=g(x)
Dersom hgyresiden er multiplisert med y" far vi en likning som kalles Bernoullis likning:

Differensiallikningen
y+ f(x)y=g(x)-y"
kalles Bernoullis likning.
Den lgses med substitusjonen

I

_A-n 1

z=y" o y=12

L -
" = y :EZ*”

s

| praksis er ikke dette sa ille som det kan se ut til i ramma. La oss se pa et par eksempler.

Eksempel 4.3: Lgs differensiallikningen
y'= Xy =xy’

Lasning: Dette er en Bernoullis likning med n = 2. Da bruker vi substitusjonen
Z:yl—ZZy—l P y:Z—l

Da blir
l_( 1) -2 " 1 1
y'=(-1z7*-z _—?-z
S4 setter vi inn:
_i.z'_x.l—x.i
z° z z°

Multipliserer med z° og ordner:
—I'-XZ=X <& I'+XZ=-X
Dette er en linezr differensiallikning. Finner farst hjelpefunksjonen:

FO0 =] xdx=13x

2(x)=¢** (J. (—x)e* dx + C)

Integralet lgses med substitusjonen

u=1ix* < Ny o du=xdx
dx
Da blir

s
§X

—xe?* dx = —I e'du=—e"=—e
slik at
2(x) =¥ (—e%X2 + C) —_1+Ce "

Da gjenstar det bare a benytte at

1 1
Y=—="7"z7"
Z Ce? -1
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Farste ordens differensiallikninger.
4. Andre typer 1.ordens differensiallikninger. Side4 -4

Eksempel 4.4: Lgs differensiallikningen
Xy'—2y = x\/y

Lgsning: Vi starter med a dele pa x og far
2 1
y-Sy=yy=y

Dette er en Bernoullis likning med n = 3. Vi substituerer

1=y =yi=yi=Jy o y=7
Da blir
y'=2z-7'
Setter inn i differensiallikningen:
22.0-%727 o -1y =1
X X
Hjelpefunksjonen blir

F(x)=J (—ljdx=—lnx
X
slik at z(x) blir

z(x)=e’("“X)(J' %e"”xdx+c)=e'“x(%j (e'“x)_ldx+C):x(%J' %dx+C)

=x(1In[x+C)= x(ln(lxl)% +C): x(Inyixl +¢)

Da gjenstar det bare & benytte at

y(x)=2"= xz(ln\/MJrC)

2
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