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Matematikk for ingenigrer.
Tallfalger. Side 2

Forord

Kjeere student!

Tall som falger etter hverandre som perler pa en snor — kan det vaere noe & bry seg om, tenker
du kanskje. Men slike tallfglger er bade interessante og nyttige. | dagens samfunn er vi faktisk
helt avhengige av dem. Aksjekurser og fiskekvoter, CO,-konsentrasjoner og temperaturer, alt

slikt representeres egentlig ved tallfglger. For ikke a snakke om meteorologens malinger og
prognoser, som baserer seg pa tallfalger som avhenger av hverandre.

Fra et matematikk-synspunkt er vi mest interessert i sammenhengen mellom leddene i en
tallfalge. Kan vi si noe om hvordan de neste leddene blir ut fra kjennskap til tidligere ledd?
Det er blant annet slike problem vi skal ta for oss i dette heftet.

Du kan lese dette heftet uten andre forkunnskaper enn vanlig algebra og litt funksjonslere.
Men for a fa fullt utbytte av heftet, og for a forsta teorien bak, ma du beherske regning med
komplekse tall.

Dette heftet danner ogsa grunnlaget for rekker, som er behandlet i et annet hefte.

Heftet avsluttes med et utvalg av tidligere eksamensoppgaver i dette temaet, med komplette
lgsningsforslag.

Med hilsen

Bjegrn Davidsen
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Matematikk for ingenigrer.
Tallfalger. Side 3

1. Tallfglger.

1.1. Innledning.

En tallfalge er rett og slett en falge av tall (eller matematiske uttrykk). Vi kan skrive en
tallfalge slik:

am ai, 321 e an,
eller kortere
{a,}, n=0,1,2,--

Ovenfor er det forste leddet kalt a,. Ofte lar vi a, veere det farste leddet. Merk at a,
symboliserer ledd nr. n i tallfalgen (eller ledd nr. n+1 dersom farste ledd er a,), mens {an}
symboliserer hele tallfalgen.

Dersom tallfglgen har uendelig mange ledd, har vi en uendelig tallfalge.

En tallfglge kan gis pa to mater:
o Eksplisitt: Vi oppgir da en formel for a, .

Eksempel 1.1.1: Sett opp de 5 farste tallene i tallfglgen gitt ved

an:L, nzo’l’ 2,
n+1

Lasning: Innsettingav n=0, 1, 2, --- gir tallfglgen

=0 _ =1 _1 =2 _2 -3 _3 =4 _4
a0_o+1_0' & =117 72, & =71"3" & =317 8 =21"5"

Oppgave 1.1.1.

e Rekursivt: Vi oppgir da ett (eller flere) startledd, samt en sammenheng mellom
etterfglgende ledd i tallfglgen.

Eksempel 1.1.2: Fibonacci-tallene er definert ved at de to farste tallene er lik 1, og alle de
andre tallene er lik summen av de to foregaende. Matematisk formulert:

a,=a, ,+a ,, N=234,---
Sett opp de 8 forste tallene i denne tallfalgen.

Lasning: De 8 farste tallene blir
a,=a =1, By =6y r e, =lapil=2 By =y ey =il z=8,
a=a,+a,=2+3=95, a=a,+a,=3+5=8, ag=4a,+a,=5+8=13,
a,=a,+a,=8+13=21.

Oppgave 1.1.2.

Bjeorn Davidsen, Universitetet i Tromsg
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1.2. Generelle egenskaper for tallfglger.

1.2.1. Konvergens.
Vi starter med en viktig definisjon:

En tallfelge {a,} konvergerer mot A

{ def.
lima, = A.

n—o

Vi sier at en tallfelge divergerer dersom den ikke konvergerer.

| mange tilfeller kan vi avgjgre konvergensen ved a benytte enkle og velkjente teknikker for &
bestemme grenseverdier:

Eksempel 1.2.1: Undersgk konvergensegenskapene for disse tallfalgene:

a) {%}, neN.

b) {%n}, neN.

C) {n—_'_l}, neN,
n

d) {2'”3}, neN.
n

Lasning:

a) Viserat lim (lj =0, slik at tallfalgen konvergerer mot 0.

n—oo n
b) Viseratndr n— o vil 0gsd +n — oo, slik at tallfglgen divergerer.

c) Vi benytter at
n+l n 1

—=—+—=1+—
n n n n
slik at
it Iim(l+£j=l+lim(£j=l+0=l.
n—oo n n—owo n n—>o\ N

Tallfglgen konvergerer altsa mot 1.
d) Vi multipliserer teller og nevner med %, og far:
. 2n+3 . (2n+3)-L . 242 240
lim =lim =lim—t=——=
n—o n n—o n.ﬁ, nowo ] 1

Tallfglgen konvergerer altsa mot 2.

N

Oppgave 1.2.1.

Bjeorn Davidsen, Universitetet i Tromsg




Matematikk for ingenigrer.
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Noen ganger ma vi bruke mer fantasi for 8 komme i mal:

Eksempel 1.2.2: Undersgk konvergensegenskapene for tallfglgen

{\/4n+1—2\/ﬁ}, N=0,1,23 .

Lgsning: Vi ser at ndr n — oo, far vi et ” co — o0 "-uttrykk. Da kreves det en mer omfattende
omforming, der vi benytter 3. kvadratsetning:

|im<m_2\/ﬁ)= |im(d4n+1—2x/ﬁ)(\/4n+1+2\/ﬁ)

e N Jan+1+2n
_lim (4n+1)—4n

: 1
oo Jan+1+2/n =Jan+1+24n

Tallfglgen konvergerer altsa mot 0.

Oppgave 1.2.2.

Det er ofte nyttig a tenke seg at tallfalgen er punkter pa en kontinuerlig graf. Poenget er at nar
vi har en tallfglge, kan vi ikke bruke kjente teknikker som derivasjon og integrasjon siden
disse operasjonene kun er definert for kontinuerlige funksjoner. Men nar vi oppfatter
elementene i tallfalgen som punkter pa grafen til en kontinuerlig funksjon, kan vi bruke disse
teknikkene. Egenskaper ved funksjonen kan da overfgres direkte til tallfglgen.

Vi gar da fram pa felgende mate:

For & undersgke konvergensen til en tallfglge {a,}, definer vi en funksjon f (x) slik at
f(n)=a,.
Dersom lim f (x)= A, vil {a,} konvergere mot A.

X—>00

Dette er mye enklere i praksis enn det ser ut til i oppskriften over, noe neste eksempel viser:

Eksempel 1.2.3: Undersgk konvergensen til tallfglgen

{In_n}’ n:]_, 2, 3’
n

Lesning:Her far vi et ” = -uttrykk, som ikke lar seg omforme pa noen enkel mate. Vi

definerer derfor en kontinuerlig funksjon

f(x):ln—x, x>0.
X

Da vil elementene i tallfalgen bli punkter pa funksjonsgrafen slik figuren nedenfor viser.

Bjeorn Davidsen, Universitetet i Tromsg
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LY Na kan vi bruke L’Hépitals regel til &
0.4 p—— finne lim f (x):
+ / ;\6 X—0
0.3 L'Hoépital 1
1 — ¢ p e
02 / - — “mln_x = I|mX—I|m1=Q
s / Xx—o X xow ]  xow X
0.1 inn
0.0+ : : : : : : : : — i Da ma Ogsa tallfglgen
o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10X n

konvergere mot 0.

Oppgave 1.2.3.

Men vi har flere redskaper til disposisjon nar vi undersgker konvergensen til tallfalger, bl.a.
setningene nedenfor som vi ofte benytter uten a tenke over det:

Lasning: Vi merker oss farst at In =2Inn. Da kan tallfglgen splittes opp slik:

- >}{_3_L} j-s-2{].

Vi vet allerede at tallfglgen {In } konvergerer mot null. Videre ser vi at tallfglgen {n}
n

divergerer (leddene blir starre og starre), slik at den gitte tallfalgen ma divergere.

Neste setning er ogsa enklere a benytte enn a formulere:

Bjorn Davidsen, Universitetet i Tromsg
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La {a,} vere en tallfglge som konvergerer mot A.
La f veere en funksjon som er kontinuerlig i en omegn rundt A.
Davil {f(a,)} konvergere mot f (A).

Eksempel 1.2.5: Undersgk konvergensen til tallfalgen
{cos(%)}, neN.

Lasning: Vi ser direkte at tallfglgen {%} konvergerer mot 0.

Videre er cosx kontinuerlig rundtx =0.
Da vil cos(%) konvergere mot cos0=1.

Oppgave 1.2.4.

Noen ganger kommer vi bort i tallfalger der leddene kan ”klemmes inn” mellom ledd i kjente
tallfglger. Vi kan lage mange setninger for slike situasjoner. Den nyttigste er:

La {a,} og {b,} vare to tallfalger som begge konvergerer mot A.
La {c,} veere en tallfalge som er slik at a, <c, <b, forallen.
Da vil ogsa {c,} konvergere mot A.

Eksempel 1.2.6: Undersgk konvergensen til tallfglgen

2 -

€cos“n+2sinn

{—},neN.
n

Lasning: Vi benytter at

0<cos’n<l og —2<2sinn<2.
Daer

—2<cos’n+2sinn <3,
slik at

—2 cos’n+2sinn 3
< <" ndrneN.
n n n

Men béde {-2} og {2} konvergerer mot 0.

cos®n+2sinn

} konvergere mot 0.
n

Da ma ogsa {

Bjeorn Davidsen, Universitetet i Tromsg
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1.2.2. Monotoni.

Det er ofte nyttig a vite om leddene i en tallfglge blir stadig sterre, eller om de blir stadig
mindre, eller om det ikke er noen slike systematiske tendenser. Vi definerer derfor:

Pa tilsvarende mate definerer vi monotont avtakende og strengt monotont avtakende:

Vi utelater ofte ordet monotont i definisjonene over, og snakker bare om voksende og
avtakende tallfglger.

Vi kan undersgke monotoniegenskapene til en tallfglge pa flere méter. En mate er & danne
differansen d =a , —a, mellom to ledd som falger etter hverandre i tallfglgen. Da har vi at:

| praksis er det ofte enklere & danne en funksjon f (x) somerslikat f (n)=a, slik vi har

sett far. Da bruker vi derivasjon til & undersgke om f er voksende eller avtakende. Resultatet
kan direkte overfares til tallfalgen {a,} .

Bjorn Davidsen, Universitetet i Tromsg
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Eksempel 1.2.7: Undersgk monotoniegenskapene til tallfglgen
2 —
{n 4} , heN
n+1
pa to mater:

a) Ved d beregne differansen d, =a,,, —a,.
b) Ved a benytte derivasjon.

Lasning:
a) Vifarat
(n+1)°-4 n’-4 n*+2n-3 n*-4
dn:a‘ml_an: - = -
(n+1)+1 n+1 n+2 n+1
(n*+2n-3)(n+1)—(n*-4)(n+2)
(n+2)(n+1)
(n*+n?+2n*+2n-3n-3)—(n*+2n*-4n-8) p2;3n45
(n+2)(n+1) _(n+2)(n+1)

Siden n er et ikke-negativt tall, blir bade teller og nevner positive slik at d, >0 for alle
n e N. Da er tallfglgen strengt monotont voksende.

b) Vi definerer den kontinuerlige funksjonen
2

f(x)=XX;14,x20.

. 2x(x+1) (X" —4)-1 x2 4y 2x+4
f (X) = 2 = 7 -
(x+1) (x+1)
Siden x er et ikke-negativt tall, blir bade teller og nevner positive slik at f (x) >0 for alle
x > 0. Da er bade f og tallfalgen strengt monotont voksende.

Til slutt skal vi se pa begrepet begrenset tallfglge:

En tallfglge {a,} er opptil begrenset

{ def.
Det eksisterer en gvre skranke M slik at a, <M for alle n.

En tallfglge {a,} er nedtil begrenset

{ def.
Det eksisterer en nedre skranke m slik at a, > m for alle n.

En tallfglge {a,} er begrenset
{ def.
Det eksisterer et tall K slik at |a,| < K for alle n.

Bjeorn Davidsen, Universitetet i Tromsg
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Eksempel 1.2.8: Undersgk om tallfglgen

{ 2n},neN
2n+3

er begrenset.

Lasning: Det er lurt a starte med a undersgke monotoniegenskapene. Det gjares enklest ved a
benytte funksjonen

F(X)==2X x>1.
2X+3
, 2(2x+3)—-2x-2 6
rx)- 2B 6
(2x+3) (2x+3)

Vi ser at f er strengt voksende. Da er ogsa tallfalgen

{ 2n},neN
2n+3

strengt monotont voksende. Laveste verdi for tallfglgen blir da
21 2
% 2-1+3 5
slik at det eksisterer en nedre skranke m = 2. Ethvert tall mindre enn £ kan ogsa benyttes som
nedre skranke. Videre ser vi at
1

lima = lim—2"0 __jim—2_-_2 _3

oo U oo (2n+3).L mse243 0 240
slik at tallfelgen konvergerer mot 1. Men nar tallfglgen er voksende og konvergerer mot 1, ma
ethvert tall M >1 vere en gvre skranke. Nar tallfglgen har bade gvre og nedre skranke, ma
tallfglgen vaere begrenset.

Eksemplet over illustrerer en viktig sammenheng mellom konvergens og monotoni:

For en monoton tallfelge gjelder at:
Tallfglgen er konvergent

g

Tallfglgen er begrenset

Det er faktisk ganske kronglete a gi et generelt bevis for setningen, og vi skal droppe det.

Oppgave 1.2.5.

Til slutt skal vi jobbe oss gjennom et eksempel der vi bruker flere egenskaper ved tallfglger.
Eksemplet er litt komplisert, men det viser hvor mye vi egentlig kan finne ut om en tallfelge
ved a bruke vare kunnskaper (og litt kreativitet).

Bjeorn Davidsen, Universitetet i Tromsg
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Eksempel 1.2.9: En tallfolge er gitt rekursivt ved
a.,=za +4,neN.

n+l — 3

Undersgk monotoniegenskaper og konvergens for denne tallfglgen.

Lgsning: Her er det pafallende at vi ikke kjenner noe startledd i tallfalgen. Kan vi da si noe
om monotoni og konvergens?

Vi starter med a beregne differensen
d,=a,,-a,=(ta,+4)-a,=4-2a,.
Vi vet at tallfglgen er monotont voksende dersom
d, >0 < 4-23 >0 < a, <6.
Men da er
a,, =38, +4<3-6+4=2+4=6,
slik at M =6 blir en gvre skranke. Tallfglgen er derfor monotont voksende og opptil
begrenset, slik at den ma konvergere dersom ett av leddene er a, <6.

Vi ser ogsa at tallfalgen er monotont avtakende dersom
d,<0 & 4-23, <0 < a,>6.

Pa samme mate som ovenfor kan vi vise at dersom ett av leddene a, > 6, blir tallfglgen nedtil
begrenset. Vis det! Siden den ogsa er monotont avtakende, ma den konvergere ogsa da.

Vi har altsa vist at tallfglgen alltid konvergerer. Men hva konvergerer den mot? Vi setter at
den konvergerer mot A. Da er
lima, = A og lima,,, = A.

n—oo n—o0

Siden a,,, =1a, +4, far vi av grenseverdisetningene at

(op]

lima,,, =lim(ta, +4)=1lima, +4 < A=1A+4 o 2A=4 o A=

n—o0 n—o0 n—oo

Altsa har vi vist at tallfalgen konvergerer mot 6 uten & kjenne et eneste ledd i tallfglgen, bare
ved a kjenne sammenhengen mellom etterfglgende ledd.

Bjeorn Davidsen, Universitetet i Tromsg
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2. Differenslikninger.

2.1. Innledning.

Vi har sett at en tallfalge kan gis pa to mater: Eksplisitt (d.v.s. ved hjelp av en formel for ledd
nr. n), eller rekursivt (d.v.s. som en sammenheng mellom ledd som falger etter hverandre,
samt startledd).

| mange praktiske situasjoner kan vi sette opp en rekursiv sammenheng, og gnsker a finne en
formel for ledd nr. n. En slik rekursiv sammenheng mellom ledd som fglger etter hverandre i
en tallfalge, kaller vi en rekursiv likning eller en differenslikning. Formelen for ledd nr. n er
da lgsningen av differenslikningen.

Hvis du har veert borti differensiallikninger, vil du vite at det fins standard teknikker for a lgse
noen vanlige typer av slike likninger. Pa samme mate fins det standard teknikker for a lgse
visse typer differenslikninger, og vi skal se pa et par av de viktigste. Men farst skal vi se pa et
lite eksempel der vi viser en annen teknikk: vi setter opp noen av de ferste leddene i
tallfalgen, undersgker om vi finner et system, og bruker et induksjonsbevis til & vise at dette
systemet gjelder generelt.

Eksempel 2.1.1: En tallfglge {a,}, n=0,1,2,--- er gitt rekursivt ved
8, =2,
a,=(a,,) ndrn=123:

Finn en formel for a, .

Lasning: Vi setter opp noen av de farste leddene:

a,=2,
(ao)2
- (a) - (2) =2
o= (o, - (2) =2

a4 =(a3) = (28) = 216
Her ser det ut somom a, = 2% . Induksjonsgrunnlaget er allerede etablert. Vi gar lgs pa
induksjonstrinnet. Vi antar da at sammenhengen gjelder for n=k slik at

a, =2
Da blir

k 2 k k+1

a..=(a, ) =(22) =222 -22",

Vi ser at dersom sammenhengen gjelder for n =k , ma den ogsa gjelde for n=k +1. Siden

induksjonsgrunnlaget er etablert, har vi vist at sammenhengen ma gjelde for alle n=0,1,2,---
Tallfglgen blir altsa

{22”}, N=012,.

Men na skal vi ga lgs pa differenslikninger som kan lgses med standard teknikker.
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2.2. Lineeere 1. ordens differenslikninger.

2.2.1. Innledning.

La {xn} veere en tallfglge. En differenslikning som kan skrives pa formen
Xop =A-x, + f(n)

eller
X, =A-x_,+ f(n)

der A er en konstant, kalles en linegr 1. ordens differenslikning med konstante koeffisienter.
Det er kun denne formen for 1. ordens differenslikninger vi skal ta for oss.

Dersom f(n)=0 slik at likningen blir x_,, = A-x, eller x, = A-x,_,, sier vi at likningen er

homogen. | motsatt fall er den inhomogen.

n-117

2.2.2. Homogene differenslikninger.
Vi skal farst lgse den homogene likningen
Xooy = A-X, .
Anta at vi kjenner x,. Da kan vi rekursivt finne resten av leddene i tallfglgen slik:
X =AX
X, = A-x = A (A X)) = A X
X, = A, = A (A%, )= A x

Og slik kan vi fortsette. For hvert ledd i tallfglgen ma vi multiplisere det foregaende leddet
med A, slik at vi til slutt far

n
X, =A"-X,.

Vi burde egentlig vise denne sammenhengen ved hjelp av et lite induksjonsbevis, men
sammenhengen er vel sapass innlysende at vi dropper dette beviset.

Generelt kjenner vi ikke X, . Det er derfor bedre & si at lgsningen er
X,=C-A"
der C er en eller annen konstant. Vi har altsa funnet at:

Den homogene lineeere 1.ordens differenslikningen
X, = A X,
har lgsning
X,=C-A".
Her er C er en konstant som kan bestemmes dersom vi kjenner et ledd i tallfalgen.
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____________________________________________________________________________________________________________________________________________________|
Lasning: Vi vet at lgsningen er av formen

X, =C-(£)".
Finner C:

x%,=C-(4)=C-1=10 & C=10.

Lasningen blir
X, =10-(%)".

Las Oppgave 2.2.1.

2.2.3. Inhomogene differenslikninger.
Sa gar vi lgs pa den inhomogene likningen

X, =A-x_, +f(n).
For & lgse den, far vi bruk for denne setningen:

En partikuler lgsning er et eller annet uttrykk som passer i den gitte likningen.
Du finner et bevis for setningen i et eget notat.
Na gjenstar det "bare" a finne en partikuler lgsning. Det eksisterer generelle metoder for &

finne slike lgsninger, men de er vanligvis noksa omstendelige & bruke. Vi skal derfor benytte
en "intelligent preve-og-feile-metode™. Den er slik:
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Mer detaljert skal vi ga fram slik:

e Dersom f(n) eretpolynomin,d.v.s. at
f(n)=a,+an+a,n*+---+an,
lar vi p, veere et polynom i n av samme grad:
p,=C, +C,n+C,n* +---+C.n*.
Vimanafinne C,, C,, ---C, . Merk at alle C-koeffisientene ma veere med selv om
noen av koeffisientene a,, a,, ---a, er lik null.

e Dersom
f(n)=B-r",
praver vi
p,=C-r"
der vi ma finne C.
e Dersom
f(n)=B,sin(a-n)+B,cos(«-n),
prever vi

p, =C,sin(a-n)+C,cos(a-n)
der vi ma finne C, og C,. Merk at vi ma ta med bade sinus- og cosinusledd i p, selv
om B, eller B, er lik null.

Eksempel 2.2.2: | eksempel 1.2.9 tok vi for oss differenslikningen
a,,=3a,+4,neN,

n+

og viste at a, konvergerte mot 6 uansett verdi av a, . Vi skal na etterprave dette resultatet,
ved at vi skal lgse likningen og finne grenseverdien for a. ndr n — .

Lasning: Lasningen av den homogene likningen er
h,=C-(%)".

3
| den gitte likningen er f (n) =4 Jeg prever derfor en partikular lgsning som er en konstant:
p,=K < p,., =K.
Setter inn i likningen for a finne K:
Ppi=3P,+4 & K=1.K+4 & 2K=4 & K=6.
Den generelle lgsningen av likningen blir da
a,=h +p,=C-(%)" +6.

3
Vi kan na finne C dersom vi kjenner ett ledd i tallfalgen. Men uansett verdi av C vil leddet

C-(%)" gd mot null nér n — oo Dermed har vi vist at a, — 6 ndr n— .

Eksempel 2.2.3: En bank gir 4% arlig rente pa innskudd. Men banken tar ogsa et gebyr pa
100 kr pr ar for & forvalte kontoen. Du setter inn x, = 6000 kr i banken, og lar belgpet sta

urgrt i n ar. Hva har belgpet vokst til etter n ar?
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Lasning: Vi kaller belgpet etter n ar for x_ . Av beskrivelsen ovenfor far vi differenslikningen

X, =1.04x —100.

Dette er en inhomogen differenslikning, der Igsningen av den tilhgrende homogene likningen
er

h,=C-1.04".
Siden f (n) =-100, praver jeg en konstant partikularlgsning:
p,=K < p,,=K.
Setter inn i likningen:
P,,=104p, -100 < K=104K-100 < 0.04K=100 < K =2500.
Den generelle lgsningen blir da
X, =h,+p,=C-1.04" + 2500.
Finner C:
X, =C-1.04° + 2500 = C + 2500 =6000 <> C =3500.
Lesningen av likningen blir altsa
X, =3500-1.04" + 2500.

Sa tar vi et "standard-eksempel™ som ga igjen i alle leerebgker:

1
i | H
Legenden om "tarnene i Hanoi” er et klassisk eksempel pa et problem som farer til en
differenslikning. Legenden gar ut pa at ved et tempel i Hanoi er det plassert tre paler. Nedover
den ene palen var det tredd 64 sirkulaere gullplater, der platene har stadig mindre radius jo
hayere vi kommer i stabelen. Sa skal munkene flytte en og en skive over pa en annen pale
inntil hele stabelen er flyttet over pa en av de andre palene. Flyttingen skal gjares slik at de

aldri legger en plate med starre radius oppa en plate med mindre radius. Nar flyttingen er
ferdig, vil alt liv pa jorda opphgre. Hva er det minste antall flyttinger som ma til?

Eksempel 2.2.4:

Lasning: Vi definerer x. som antall flyttinger for & flytte n skiver fra en péle til en annen etter

munkenes forskrift. Nar vi skal flytte n+1 skiver, gjeres dette mest effektivt slik:
1. Farst flytter vi n skiver over pa en tom pale. Dette krever x, flyttinger.

2. Saflytter vi skive nr n+1 over pa en tom pale. Detter krever bare 1 flytting.
3. Til slutt flytter vi de n skivene oppa skive nr n+1. Dette krever x. flyttinger.

I alt har vi da brukt x, +1+x, =2x, +1 flyttinger. Med andre ord:
X, =2X, +1.
Dessuten er det opplagt at x, =1.

Vi lgser farst den tilhgrende homogene likningen, som er
hn+l = 2hn *
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Lasningen er
h =C-2".
Sa leter vi etter en partikuleer lgsning av formen
p,=K < p,,=K
der K er en konstant. Vi setter inn i likningen og far
K=2K+1 <& K=-1.
Den generelle lgsningen er da
X,=h +p,=C-2"-1.
Na gjenstar det bare & finne C ved & benytte at x, =1. Vi far
x=1 < C-2'-1=1 & 2C=2 < C=1.
Dermed har vi lgsningen
x,=2"-1.

Med 64 skiver far vi at det ma utfares 2% —1 flyttinger for livet pa jorda oppharer. Det bar
ikke vaere noen umiddelbar fare, selv om munkene jobber sa raskt de bare kan.

Las Oppgave 2.2.2.

En gang i blant farer ikke teknikken ovenfor fram. Da multipliserer vi var "pravelgsning™ med
n, og praver pa nytt slik eksemplet nedenfor viser.

Eksempel 2.2.5:
Hvor mange forbindelseslinjer kan du trekke mellom hjgrnene i en n-kant?

Lesning: Vi setter at antall forbindelseslinjer mellom hjgrnene i en n-kant er x,,.
Vi kan trekke 3 forbindelseslinjer mellom hjgrnene i en trekant, slik at
X, = 3. Dersom vi utvider med et nytt hjgrne slik at vi far en 4-kant,

kan vi trekke en ny forbindelseslinje fra hvert av de opprinnelige
hjarnene til det nye hjgrnet. Vi har derfor at
X, = X3 +3.

Generelt har vi at nar det er x_ forbindelseslinjer mellom hjgrnene i en n-kant, og vi fayer til

ett nytt hjarne slik at vi far en n+1 - kant, kan vi trekke ei linje fra hvert av de n opprinnelige
hjgrnene til det nye hjernet. Dette gir differenslikningen
Xoy =X, +N.

For a lgse denne likningen, finner vi farst lgsningen av den tilhgrende homogene likningen
som er

hn+1 = hn :
Denne lgsningen er
h,=C-1"=C.

Siden f (n) =n (ferstegradspolynom i n), praver jeg en partikuler lgsning
p,=A-n+B < p.,=A(n+1)+B.
Setter inn i den opprinnelige likningen:
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Pria =Py 0N
A(n+1)+B=(A-n+B)+n
A-n+A+B=A-n+B+n
A=n

Men dette kan umulig stemme, fordi A skal veere en konstant. Vi ma altsa gjare et nytt forsgk,
og pregver da a multiplisere var farste partikulaere lgsning med n. Vi praver altsa

p, =n(A-n+B)=An’+Bn
... =A(N+1)°+B(n+1)=A(n?+2n+1)+B(n+1)= An’>+ 2An+ A+ Bn+B
Setter inn i den opprinnelige likningen:

Pha =P, N
An2+2An+A+Bn+B=(An2+Bn)+n
2A-n+ A+B=n

(2A-1)n+(A+B)=0
Dersom dette skal vaere oppfylt for alle verdier av n, ma vi ha at
2A-1=0 < 2A=1 < A=:

og

A+B=0 & B=-A=-7.

Dette gir en partikuleer lgsning
p,=n(3n-3)=4(n-1).
Den komplette lgsningen av likningen blir da
X, =h,+p,=C+2(n-1).
Finner C:
x,=3 & C+i(83-1)=3 & C+3=3 < C=0.
Antall forbindelseslinjer mellom hjgrnene i en n-kant er altsa
X, =2(n-1).

Las Oppgave 2.2.3.

2.3. Lineeere 2. ordens differenslikninger.

2.3.1. Innledning.
La {xn} veere en tallfglge. En differenslikning av typen
X, = AX,_, +Bx,_, + f(n)

kalles en linear 2. ordens differenslikning. Vi skal kun se pa likninger der A og B er
konstanter.

Dersom f (n) =0 kalles likningen homogen. | motsatt fall er likningen inhomogen.

For & lgse slike likninger, benytter vi denne setningen:
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._______________________________________________________________________________________________________________________________________|]
Beviset er helt likt det tilsvarende beviset for 1. ordens differenslikninger, og jeg vil ikke

gjennomfare det.

Den partikulere lgsningen {pn} finner vi pa samme mate som for 1.ordens likninger. Men
hvordan finner vi lgsningen {hn} av den tilhgrende homogene likningen?

2.3.2. Homogene likninger.

Vi skal na lgse den homogene lineare 2.ordens differenslikningen
X, =Ax, ,+BXx, ,,

og starter med en viktig setning:

Denne setningen inneholder egentlig tre pastander:
1. Differenslikningen har alltid to linesert uavhengige lgsninger {xln} 0g {len}.

2. Enlinezerkombinasjon {x,} ={C,x, , +C,x, ,} er ogsé lasning av likningen.
3. Det fins ingen andre lgsninger av differenslikningen.

Pastand 2 bevises enkelt ved direkte innsetting. De andre to pastandene skal vi ikke bevise.

Dersom vi kjenner to ledd som falger etter hverandre i tallfglgen, kan vi bestemme de to
konstantene C, og C,.

Men det viktigste gjenstar. Hvordan finner vi {x, ,} og {x, ,}? Da trenger vi oppskriften
nedenfor:

._______________________________________________________________________________________________________________________________________|]
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Teorien bak denne setningen finner du i et eget notat.

Lasning: Setter farst opp den karakteristiske likningen og lgser den:
t?=3t-2 < t?-3t+2=0

34437 -4.2 _3i1_{2

2 2 1

t

Dermed er
Panf={2'} 09 (o) ={1} =1

to linezert uavhengige tallfglger som begge er lgsninger av den gitte likningen, slik at
{X.} = {Cl 2" +C2}

er en generell lgsning av likningen.

Finner C, og C,:
x=C-2'+C,=2C,+C,=0.
X,=C,-2°+C,=4C, +C, = 2.

Trekker disse likningene fra hverandre, og far
2C,=2 < C =1

Dette gir videre
2C,+C,=0 & C,=-2C,=-2.
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Lasningen blir da
{x}={C,-2"+C,}={2"-2].

Oppgave 2.3.1

Eksempel 2.3.2: Lgs differenslikningen
X, =4X, ,—4x, , narn=34,5, .-

X, =6, X, = 20.
Lasning: Vi setter opp den karakteristiske likningen:
+16 -4 -
t?=4t-4 o t°’-4t+4=0 < t:#:g.

Differenslikningen far da den generelle lgsningen
{x,}={C,-2"+C,-n-2"}.

Finner C; og Co:
x=C-2"+C,-1.2'=2C,+2C, =6
X,=C,-2°+C,-2-2*=4C, +8C, =20

Multipliserer den gverste likningen med (-2) og adderer:
4C,=8 < C,=2.

Den gverste likningen gir na
2C,=6-2C,=6-2-2=2 < C,=1.

Lasningen av likningen blir da
{x}={2"+2n-2"} ={(1+2n)-2"}.

Oppgave 2.3.2.

Eksempel 2.3.3: Las differenslikningen
X, =X~ X2 narn=3,4,5, -
Xl =11 X2 = 2

Lgsning: For oversiktens (og kontrollens) skyld kan vi starte med & regne ut noen av de farste
leddene i tallfalgen. Vi far:

n 1 2 3 4 5 6 7 8
X 1 2 1 -1 -2 -1 1 2

n

Viserat x, =X, X; =X, osv. Tallfalgen er altsa periodisk med periode n=6.

Den karakteristiske likningen blir
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J3i.

t?’=t-1 < t’—-t+1=0 < t="Z= 5 =

*

N
N

14V12 4.1 1443
2

Vi far to kompleks konjugerte rgtter med:
e Modulus:

e Argumentvinkel:

13

1
2

Den generelle lgsningen av differenslikningen blir da
{%.} ={K,cos(n-17)+K,sin(n-17)}.

tan @ =

3 o 0==ir.

Finner K; og K; av startbetingelsene:

X, =K cos(17)+ K,sin(iz) =K -1+ K, -14/3=1

X, = K,cos(27) + K,sin(27) =K, -(-1) + K, - 1/3=2
Legger sammen disse likningene, og far

K, v3=3 < K,=+3.
Daer

K,-+=1-K,-1V3=1-43-1y3=1-3=-1 & K =-1.
Den komplette lgsningen er:

{xn}z{—cos(n-§ﬂ)+ 3-sin(n-§7z)}.

Dette er en periodisk funksjon, der vi finner perioden ved a sette

n-ir=27 < n=6,
som Vi sa av tabellen i starten av eksemplet. Du vil ogsa se at lgsningen stemmer med de
leddene som er regnet ut i tabellen.

Oppgave 2.3.3.

Eksempel 2.3.4: En tallfalge er gitt ved differenslikningen
Xo =T X0 =X
der r er et positivt reelt tall. Hvordan blir tallfalgen for ulike verdier av r?

Lasning: Den karakteristiske likningen blir

+r? -
t’=rt-1 < t’-r-t+1=0 < t:¥=%ri (%r)z_l'

Vi far na tre muligheter:

1. r>2. Dablir det to forskjellige reelle ratter. Minst en av dem er starre enn 1. Da ma X,
inneholde et ledd C-t" der t >1, slik at dersom C =0 vil x, —> o0 nar n — oo.

2. r=2.Dablirdetto like rgtter t =1. Lagsningen blir da av formen
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X,=C,+C,n.
Ogsa her vil x, — o ndr n — o dersom C, # 0.

3. 0<r<2.Vifardato kompleks konjugerte ratter
t=lri-J1-(4r) .
Disse rgttene har modulus

= (3 (Vi) ) = ()] -

Da vil tallfalgen {x,}

danne en periodisk svingning med konstant amplitude.

n

Oppgave 2.3.4.

2.3.3. Inhomogene differenslikninger.
Prinsippet for lgsing av inhomogene differenslikninger
X, = AX,_; +Bx _, + f(n)
har vi allerede satt opp: Las farst den tilhgrende homogene likningen, og finn deretter en
partikuleer lgsning p, .

Vi finner partikuler lgsning pa samme mate som for linezre 1. ordens differenslikninger:
Prov en lgsning av samme form som f (n) . Dette betyr at:

e Dersom f (n) er et polynom i n, lar vi ogsa partikulaerlgsningen veere et polynom i n
av samme grad.

e Dersom f(n):C-a” prever vi en partikulerlgsning p, =D-a".

e Dersom f(n)=C,cos(an)+C,sin(an), praver vi en partikulzrlgsning av formen
p, = D,cos(an)+ D,sin(an). Merk at p, mé inneholde bade sinus- og cosinusledd
selvom C, eller C, er lik null.

Noen ganger farer ikke metoden foran fram. Det gjelder i alle fall dersom var partikuler-
Igsning allerede inngar i lgsningen av den homogene likningen. Da multipliserer vi
partikuleerlgsningen var med n, og prever pa nytt. Dette illustreres i eksemplet nedenfor:

Eksempel 2.3.5: Lgs differenslikningen
X, =X,y +2X%,_, + f(n)

nar:
a) f(n)=2n, x =1, X,=3.
b) f(n)=2", x =1, X,=5.

Lasning: Den karakteristiske likningen blir

t’=t+2 < t°-t-2=0 < t=

1iJf+8_1i3_{2
2 2 |1

2
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slik at lgsningen av den tilharende homogene likningen blir
h,=C,-2"+C,-(-1)".

a) Siden f(n)=2n ikke inngdri h_, praver jeg en partikularlgsning

p,=Cn+D < p,_,=C(h-D+D < p,_,=C(n-2)+D.

Setter inn i den opprinnelige likningen:
pn = pn—l + 2 pn—2 + 2n
Cn+D=C(n-1)+D+2(C(n—-2)+D)+2n
Ch+D=Cn-C+D+2Cn-4C+2D+2n
(-2C-2)n+(5C -2D) =0

Dersom dette skal vaere oppfylt for alle verdier av n, ma vi kreve at
-2C-2=0 & C=-1

og at
5C-2D=0 < D=3:C=-3.

Den generelle Igsningen blir altsa
{x}={€,-2'+C, (-1 -n-3}.

Finner C, og C,:
x=C,-2'+C,-(-1j -1-2=1 & 2C,-C,=2.
%, =C,-22+C,-(-1) -2-5=3 & 4C +C,=5.

Legger sammen disse likningene, og far
6C, =12 < C =2.

Da blir
C,=2-4C,=2-4.2=-1.

Komplett Igsning av differenslikningen blir da

{}={22 -4 (1) -n-3}.

b) Siden 2" inngari h , prever jeg en partikulerlgsning
p,=D-n-2" < p,,=D-(n-1-2"" < p, ,=D-(n-2)-2"2,
Setter inn i den opprinnelige likningen:
pn = pn—l + 2 pn—Z + 2n
D-n-2"=D-:(n-1)-2""+2D-(n-2)-2"*+2"
Deler p& 2", og multipliserer ut:
D-n-22=D-(n-1)-2+2D(n-2)+2°
4Dn=2Dn-2D+2Dn-4D+4
0=-6D+4 < D=2
Den generelle lgsningen blir altsa

() ={C-2"+Cp-(-1) +2n-2'}.

Finner C, og C,:
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x=C,-2'+C,-(-1j +2-1.2'=1 & 2C,-C,=-1%.
X,=C,-2°+C,+(-1)°+2.2.2=5 & 4C +C,=-1.

Legger sammen disse likningene, og far
6C,=—-%2 < C,=-1

3 9"
Da blir -
Cz:‘%_4C1=_%_4(_%):%'
Komplet Igsning av differensliknin_gen blir da
o} =52+ (1) #3027},

Oppgave 2.3.5.

2.4. Hoyere ordens lineaere differenslikninger.

Nar du farst kan lgse linezre 2. ordens differenslikninger, er du ogsa i stand til a lgse hayere
ordens linezre differenslikninger. De setningene vi har utledet foran, er fremdeles gyldige
(med de modifikasjonene som ma til fordi den karakteristiske likningen far hgyere grad).
Istedenfor & ramse opp teori skal jeg illustrere dette med et enkelt eksempel.

Eksempel 2.4.1: Lgs differenslikningen
X, =3X, 3 — X, » +3X, 5.

Lasning: Den karakteristiske likningen blir
=3t"-t+3 o t2-3°+t-3=0 < t*(t-3)+(t-3)=0
e (t-3)(t°+1)=0
Rattene til den karakteristiske likningen blir da
t =3, t,=i=e", ty=—-i=e?"
Den generelle lgsningen av differenslikningen blir
{%.}={C,-3"+C, -cos(n-17)+C,sin(n-17)}.

Dersom vi kjenner de tre farste leddene i tallfglgen, kan vi bestemme C,, C, og C,.

Oppgave 2.4.1.

2.5. System av lineaere 1.ordens differenslikninger.

| praksis kommer vi ofte bort i at ledd i en tallfalge avhenger ikke bare av tidligere ledd i
samme tallfglgen, men ogsa av tidligere ledd i andre tallfglger. Hvis vi for eksempel lar
bestandene av torsk i Barentshavet i ar n utgjere ledd i en tallfglge, og bestandene av lodde
utgjere ledd i en annen tallfglge, vil torskebestandene og loddebestandene avhenge av
hverandre.
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Vi skal begrense oss til to tallfglger {x,} og {y,}, der vekselvirkningen mellom leddene er
gitt ved linegere homogene 1.ordens differenslikninger. Slike systemer kan da skrives
X, =a- X, ,+b-y
y,=C-X ,+d-y .
der a, b, ¢ og d er konstanter. Det er imidlertid mer vanlig & bruke skrivematen
X,y =a-X, +b-y,
Yo =C- X, +d Yo
For & konkretisere dette stoffet, kan vi se pa eksemplet nedenfor:

Eksempel 2.5.1: Sett opp de 5 farste leddene i tallfglgene {x,} og {y,} gitt ved
X ==X, +2Y, X, =1
yn+1:2Xn+2yn, y0=0

Lasning: Vi regner ut x ., og y,, for n=0,1,---,3, og far:

n+1

X =1 Yo=0

X ==X +2y,=-1+2-0=-1 Y =2%, +2Y,=2-1+2-0=2

X, =—X%+2y,=—(-1)+2-2=5 Y, =2% +2y,=2-(-1)+2-2=2
X, ==X, +2y,=-5+2.2=-1 Y, =2X,+2y,=2-5+2-2=14

X, =X + 2y, =—(-1)+2-14 =29 Y, =2X%+2y,=2-(-1)+2-14=26

Nar vi skal lgse et slikt system av differenslikninger (d.v.s. finne formler for x. og y.)

eliminerer vi en av de ukjente pa en slik mate at vi skaffer oss en 2.ordens differenslikning i
den andre ukjente. Etter at denne likningen er lgst, kan vi finne den siste ukjente. Vi ma
imidlertid holde tunga rett i munnen under disse operasjonene, noe eksemplet nedenfor viser:

Eksempel 2.5.2: Lgs systemet av differenslikninger i eksemplet foran:
(D) X, =—X, +2Y, X, =1

n+1

(2) yn+1 2X +2yn yO =0

Jeg starter med & forskyve likning (1) ett ledd utover i tallfalgene, slik at likningen blir

Xn+2 = n+l + 2yn+1
+2(2x, +2y,)

+4x, +4y,

n+l

n+l

Sa lgser jeg vy, av likning (1) :

Yo =3 (X0 +%,)
0g setter inn:

Xop ==X, +4X, +4Y,
= n+l+4x +4-1(X,, +X,)
==X, +4X, +2X ., +2X,
X, .1 + 06X,
Dermed har vi skaffet oss den lineere homogene 2.ordens differenslikningen
Xz = Xqa t 6Xn < X = X~ 6Xn =0.
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Den karakteristiske likningen blir
1+y1"-4-(-6) 1£5 _{ 3

t°-t-6=0 < t= =
2 2 -2

Den generelle lgsningen blir da

x, =C,-3"+C,-(-2)".
Sa ma vi finne y, . Vi benytter da at
X+ %) =2((C, -3 +C, - (-2)")+(c, -3 + ¢, - (-2)"))
C, (3" +3") +C, (-2 +(-2)"))

3 (3 41 +C, - (-2 ((-2)" +1))
(4C 3-C,-(-2)")

=2C,-3"-1C, (-2)"

Na gjenstar det a finne C, og C,. Vi benytter da at

X, =1 C,-3°+C,(-2)" =1 C,+C,=1

= 0 < 1

Yo=0 2¢C,-3*-1C,-(-2)’ =0 2C, —3C, =0
Vi multipliserer den nederste likningen ned 2 og legger sammen likningene. Da far vi

5C,=1 & C ==

Av den gverste Iikninge?n folger na
C,=1-C,=1-:=3%

Dermed har vi lgsningen
X, =1-3"+2.(-2)" =1(3" +4.(-2)").

I\)II—‘ Nll—‘ Nll—‘ Nll—‘
/_\,_\ —

y,=2-1.3"-1.4.(=2)" =2(3" - (-2)").

Kontroller selv at disse formlene gir de samme verdiene som vi regnet oss fram til i eksemplet
foran.

Oppgave 2.5.1.

Du synes sikkert at framgangsmaten foran er plundrete. Og det blir mye verre dersom vi har
starre likningssystem med flere ukjente, eller dersom likningene er inhomogene. Trgst deg
med at i heftet om matriser og determinanter er det vist hvordan du kan benytte matrise-
metoder til & lgse slike problem pa en mye enklere mate.
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3. Blandede oppgaver.

3.1. Oppgaver.

Her falger en samling blandede oppgaver, vesentlig tidligere eksamensoppgaver.
Du finner lgsningsforslag ved a klikke pa oppgavenummeret.

Oppgave 1
En tallfglge {a,} er gitt ved differenslikningen
a,=2a,,—n, a,=2.
a) Sett opp en tabell over de 5 farste leddene i tallfglgen.
Gjett pa en formel for a, pa grunnlag av tabellen.
Bruk induksjon til & vise at formelen stemmer.
b) Finn ogsa en formel for a, ved & lgse differenslikningen.

Oppgave 2
Las disse differenslikningene med de gitte startverdiene:

a) 2X,+X,,=nnarn=123:-, x,=0.

b) a +a_,=n"narn=123-,a =2.

C) X, =X,,+11-2nndrn=123, -, x, =0.
d) x,=3x_,-2"ndarn=123-, x,=1

) X, =1ix,+(3) ndrn=0123:, x =6.
f) x,=1x,,+nnarn=123 -, x, =6.
Oppgave 3

a) Luws differenslikningen
X,y =2X,—3 nar x, =5.
b) | differenslikningen nedenfor er a et positivt tall. Finn den generelle lgsningen av
differenslikningen
X, = 2%, +a"
i disse to tilfellene:
1) ndr a = 2. Svaret skal uttrykkes ved a.
2) nara=2.

Oppgave 4
a) Paei isolert gy befinner det seg en elgbestand. Dersom det ikke drives jakt, utvikler

bestanden seg slik at x,,, =2x, der x, er antall dyr i &r n. | &ret n =0 er stgrrelsen pa
bestanden x, = 200 dyr. Da fastsettes en jaktkvote pa 20 dyr pr. ar, og det fastsettes ogsa
at kvoten skal gke med 2 dyr pr. ar de kommende arene. Vi antar at hele kvoten blir felt.

I) Sett opp en differenslikning som angir ssmmenhengen mellom x_.,, X, og n.
I1) Los denne differenslikningen.
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b) En fagforening sliter med stadig synkende medlemstall. Det viser seg at 20% av
medlemmene normalt ikke fornyer sitt medlemskap fra ett ar til det neste. For a rette opp
situasjonen, satser fagforeningen pa nyrekruttering, og vil verve 5000 nye medlemmer
hvert ar i n ar framover. La x, veere antall medlemmer i fagforeningen etter n ar.

1) Sett opp en differenslikning der x,,, uttrykkes ved x, nar 80% fornyer medlemskapet
fra ett ar til det neste, og det verves 5000 nye medlemmer i aret.

I1) Finn antall medlemmer i fagforeningen om n ar nar antall medlemmer i startaret (
n=0)er x, =50000.

Oppgave 5

a) Vi har gitt differenslikningen
X, =3X,,—3X,, ndr n=2,34,.--, x, =2, x, =3.
1)  Finn x, og X,.

2)  Luas likningen.

b) Luags differenslikningen nedenfor med de gitte startverdiene:
X, =3X_,+X,, ndrn=2,34,--, x,=0, X, =5.

c) lentallfglge er farste ledd x, =1 og andre ledd x, = 4. Videre er hvert ledd
gjennomsnittet av de to foregaende leddene. Finn en formel for ledd nr. n i tallfalgen.

Oppgave 6
a) Luws differenslikningen nedenfor med de gitte startverdiene:

a,,=+a,+nnarn=234,-, 3 =a =0.

n

b) En differenslikning er gitt ved

X, =—3X ,+ix_,+3-(1)" ndr n=34,5 ... x=1, x,=3.
I) Regnut X, 0g X,.

I) Los differenslikningen.

¢) Luas differenslikningen
X, =4X, ,—3n+2 ndr n=2,3,4,---, X, =4, x, =7.

d) Lus differenslikningen
X, =X, 1 —3+X,,++nndrn=2,34,---, x,=0, x =1.

e) Vi har gitt differenslikningen
X, =3X ,—2X, ,+1ndrn=234..-, x,=0, x =1.
1) Finn x, og X, pa grunnlag av de gitte opplysningene.
2) Luags differenslikningen.

f) Les differenslikningen
X,=4X,,-3n+2ndarn=2,34---, x, =0, x, =3.
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Oppgave 7
a) 1) Las likningen
AP +44+16=0.
Tegn inn lgsningene i det komplekse planet, og skriv lgsningene pa eksponentiell
form.

2) Bruk bl.a. resultatet ovenfor til & finne den generelle lgsningen av differenslikningen
X, =—4X, ,—16x, ,+7n.

b) 1) Lgs differenslikningen
X, =—2X, , nar n=2234,-, %=1, x=0
0g vis at lgsningen blir
X, =2 cos(n-1z).
2) Vis at denne lgsningen kan skrives
{ 0 ndr n=1357,--

X = 1
(=2)"" né&r n=0,24,6,

¢) En tallfglge er gitt ved
X =0, X =1,
X,=N—X,,—X, ,narn=2,3,4---,
1) Skriv ned de 5 farste tallene i denne tallfalgen.
2) Lags differenslikningen.

Oppgave 8
Vi har gitt systemet av differenslikninger nedenfor:
X, =2y, -1
w1 = narn=0,1,2,---

Yo =%, + 3yn

X =1,y,=2.
Vis at likningssystemet kan omformes til

Xns2 = 3Xn+l + 2Xn =2,

og lgs det gitte likningssystemet.

3.2. Lgsninger.

Oppgave 1
a,=2a,,—n, a,=2.
a)
n |0 1 2 3 4
a |2 2-2-1=3 2:3-2=4 2-4-3=5 2-5-4=6

Tallene i tabellen tyder pd at a, =n+ 2.
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Daer
a, =k+2
0g
a, =(k+1)+2=k+3.
Antar at formelen stemmer for n =k . Den gitte differenslikningen gir da at
a, =28, —(k+1)=2(k+2)-k-1=2k+4-k-1=k+3.
Vi ser at dersom formelen stemmer for n =k, sa stemmer den ogsa for n =k +1. Videre
vet vi at den stemmer for n =1. Da ma den stemme for alle heltallige n >1.

b) Den tilhgrende homogen likningen har lgsningen
h, =A-2".
Praver en partikuler lgsning
p,=Bn+C < p,,=B(n-1)+C=Bn+(C-B).
Innsetting i den gitte likningen:
Bn+C-2(Bn+(C-B))=-n < (-B+Dn+(2B-C)=0.
Dersom denne likningen skal vaere oppfylt for alle verdier av n, ma vi ha
B-1=0 < B=1
0g
2B-C=0 & C=2B=2.
Altsa er lgsningen
a,=A-2"+n+2.
Finner til slutt A:
8, =A-2"+0+2=2 < A=0.
Den komplette lgsningen blir derfor
a,=n+2.

Oppgave 2a
2X,+ X, =N <& X, +3X =30,

Den tilhgrende homogene likningen blir
2h.+h =0 < h =-1h

2 n-1
0g har lgsning

n=C:(-3)"

Setter inn en partikuler lgsning av formen
p,=An+B

og far

2p,+ Py =N < 2(An+B)+(A(n-1)+B)=n

< 2An+2B+An-A+B-n=0 < (BA-1D)n+(3B-A)=0
Dersom dette skal veere oppfylt for alle verdier av n, ma vi ha
3A=1 & A=3

0g
3B-A=0 < B=1A=

Altsé er

lol~
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X, =h,+p,=C(-1) +in+1i.
Finner C:
X, =0 < C-(-1)+1.04{=0 o C+i=0 & C=-1.
Da blir
xnzhn+pn:—%(—%)"+§n+%.
Oppgave 2b

a,+a,,=n

Den homogene likningen blir
h,+h ,=0 < h =-h_,

og har lgsningen
h,=A-(-1)".

Saker en partikulaer lgsning av formen
p,=C,n*+Cn+C,.

Innsetting:
Pnt Py =N
(C,n?+Cn+C,)+(C,(n-1)° +C,(n-1)+C, ) =n?
Cc,n’+Cn+C,+C,n’*-2C,n+C,+Cn-C,+C,-n’=0
(2C,-1)n? +(2C,-2C,)n+(2C,-C,+C,)=0

Dersom dette skal vaere oppfylt for alle verdier av n, ma vi ha at
2C,-1=0 & C,=1.
2C,-2C,=0 < C,=C =1.
2C,-C,+C,=0 < C(C,=0.

Altsa er
a,=h +p,=A(-1)" +in’+1in.

2

3,=A(-1)=2 < A=2.
Alt i alt blir
a,=2(-1)" +in(n+1).

Oppgave 2c
X, =X, +11-2n.

Den tilhgrende homogene likningen
h,=h,,

har apenbart lgsningen
h, =C (en konstant).

Det er naerliggende a prave en partikuler lgsning av formen
p,=An+B.

Bjeorn Davidsen, Universitetet i Tromsg



Matematikk for ingenigrer.
Tallfalger. Side 33

Men siden en slik partikuleer Igsning inneholder en konstant, og lgsningen av den homogene
likningen er en konstant, praver vi heller

p, =n(An+B)=An’+Bn.
Da blir
P..=A(nN-1)+B(n-1)= An*+(B-2A)n+(A-B).
Innsetting:
P, =P, +11-2n
An?+Bn=An’+(B-2A)n+(A-B)+11-2n
Dersom denne likningen skal vaere oppfylt for alle verdier av n, ma vi ha at
B=B-2A-2 < A=-1

0g
0=A-B+11l <& B=11+A=11-1=10.
Altsa er
x =h +p,=C-n°+10n.
Finner C:
X, =0 < C=0.
Da blir

x, =-n°+10n.

Oppgave 2d
X, =3x,,-2", X =1,
Dette er en inhomogen likning, der lgsningen av den tilhgrende homogene likningen er
h,=C-3".
Seker en partikulaer lgsning av formen
p,=A-2" < p_=A2""
Finner A ved innsetting:
p,=3p,,-2" © A2"=3.A2"-2" & A=3A-27"-1
& A-3A=-1 & -1A=-1 & A=2
Daer
X,=h,+p,=C-3"+2-2".
Finner C ved hjelp av startbetingelsen:
=1 < C-3+2.2°=1 & C+2=1 & C=-1.
Lasningen blir da
X, =—(3")+2-2".

Oppgave 2e
Xpus = 2%, +(%)", % =6.
Den tilhgrende homogene likningen blir

1
Xh,n+1 - Exh,n
som har lgsningen
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Xon =C (%)
Praver en partikuler lgsning av formen
X, =A-(3) = x,.=A(L)".

p,n+l —
Setter inn i likningen for a finne A:
= b+ (3 A b A ()

Deler pd (%)n (eller ganger med 3") og fér
ALY =1-A+l o LA-1A=1 & -1A=1 o A=-6.

3
Lasningen av likningen er derfor av formen

6, =C-(1)'-6-(3)"
Benytter startverdien til a finne C:

x,=C-() -6:()=6 & C-6=6 < C=12.
Komplett Igsning:

X =12:(2)' -6-(2)" =6((4) "~ (2)')

Oppgave 2f
X, =5 X, +0.
Lesningen av den tilhgrende homogene likningen er apenbart
X, ,=C (%)n :
Finner en partikuler lgsning av formen
X, =A-n+B < x ., =A(n-1)+B.

Setter inn i den opprinnelige likningen:
A-n+B=%(A(n-1)+B)+n
A-n+B=2A-n-2A+1B+n
($A-1)n+(4B+1A)=0

Dette skal vaere oppfylt for alle verdier av n. Da ma
21A-1=0 < A=2

0g
1B+1A=0 < B=-A=-2.

Lasningen av differenslikningen blir da
X, =Xy + X, =C(%) +2n-2.
Bruker at x, = 6 til & finne C:

X, =C(1) +2:0-2=6 < C=6+2=8.
Komplett Igsning blir da

X, =8(%) +2n-2=2""+2n+2.
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Oppgave 3
a) X,y =2X, —3.
Ser at lgsningen av den tilhgrende homogene likningen er
h =A.2".

En partikular lgsning ma veere en konstant C, slik at
C=2C-3 & C=3.

Da er den generelle lgsningen
X,=h,+p,=A-2"+3.

Siden x, =5, blir
X,=A-2°+3=5 < A=2.

Lasningen blir derfor
x,=2-2"+3=2""+3.

b) X,y =2X, +a".
Vet at lgsningen av den tilhgrende homogene likningen er
h,=A-2".
Dersom a = 2, er den partikulaere Igsningen av formen
p,=C-a".
Innsetting gir
1
C-a"™=2.C-a"+a" & aC=2C+l & C(a-2)=1 & C:—Z.
a_
Den generelle lgsningen blir da
an

X, =h,+p,=A-2"+
Dersom a =2, blir likningen

X,y =2X, +2".
Siden 2" allerede inngar i den partikuleare Igsningen, ma vi prgve en partikuler lgsning av
formen

h,=C-n-2" < h,=C-(n+1)2"".
Innsetting:

C-(n+1)2"™=2Cn-2"+2" < C(n+1)-2=2Cn+1

< 2Cn+2C=2Cn+l1 < 2C=1 < C=1
Den generelle lgsningen blir da

X, =h +p,=A-2"+31-n-2"=(A+2)-2".

Oppgave 4a
1) Nar vi fjerner 20 dyr fra bestanden, og gker dette tallet med 2 for hvert ar, vil bestanden i
ar n veare gitt ved

Xp =X, —(20+2n).

I1) Den homogene likningen blir
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hn+1 - %hn = O
som har lgsning
h=A(3).

Praver en partikuler lgsning av formen
p,=B+Cn < p,,=B+C(n+1).
Innsetting for & finne B og C:
Pri=2P,—20-2n < B+C(n+1)=2(B+Cn)-20-2n
< B+Cn+C-2B-2Cn+20+2n=0
< (-iC+2)n+(-1B+C+20)=0
Dersom denne likningen skal vaere oppfylt for alle verdier av n, ma vi ha at
-+C+2=0 & C=8
0g
-+B+C+20=0 < B=4C+80=4-8+80=112
Da blir
X, =h,+p,=A-(3) +112+8n.
Finner til slutt A:
X,=A(3) +112+48-0=200 < A=200-112=88.
Altsa er
X, =88-(%)" +112+8n.

Oppgave 4b
1) Lar antall medlemmer i ar n veere x,. Siden 80% av medlemmene fornyer medlemskapet,
og det kommer 5000 nye medlemmer til, blir
X,,, = 0.80x, +5000 .
I1) Lasningen av den tilhgrende homogene likningen er
h,=C-0.80".
En mulig partikuler lgsning er
p,=K < p,,=K.
Setter inn:
K =0.80K +5000 < 0.20K =5000 < K =25000.
Komplett Igsning:
X, =h +p,=C-0.80" +25000.
Finner C:
x, =C-0.80° + 25000 = C + 25000 =50000 <« C =25000.
Altsa blir
X, = 25000-0.80" + 25000 = 25000(0.80" +1).

Oppgave 5a
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1) X, =% —5%=73-3:2=5
_ 3 1 _ 3.7 1 _ 15
X =3% 3% =32793=7
_ 3 1 3 1 —
2) Xn _7Xn—1 _Exn—z At Xn _Exn—l +7Xn—2 =0

Da blir den generelle lgsningen
X,=A-1"+B- (%)
Finner A og B:
X, =2 < A+B=2
x=3 < A+3B=3
Trekker nederste likning fra gverste, og far
iB=-1 & B=-2.
Av gverste likning felger na
A=2-B=2-(-2)=4.
Lasningen av likningen blir da
X, =4-2-(3) =4-2".

Oppgave 5b

_ 3 3
X _Exn—l—’_ Xnoo & X, _Exn—l —X

Den karakteristiske likningen blir

,=0.

n—

3 3)\2
?-3t-1=0 o =2t () +4 _3+\i+e ;t{z

NS
N jw

2 2
Den generelle lgsningen av diffferenslikningen er derfor
X,=A-2"+B-(-1)".
Bruker startbetingelsene til & finne A og B:
=0 < A1+B:1=0 & B=-A
x=5 & A2'+B-(-1)=5 < 2A+(-A)(-1)=5
< 2A=5 & A=2 & B=-A=-=2
X,=2:2"=2-(-4)" =2" 4 (-%)"", n=0,1, -

Oppgave 5c

Nar neste tall i tallfglgen er gjennomsnittet av de to foregaende, ma vi ha at

1 1 1
Xy = E(Xn—l + Xn—z) =2Xa 13X
Den tilhgrende karakteristiske likningen blir
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2 2 2
Lasningen av differenslikningen blir da
X,=C,-1"+C,-(-3)".
Finner konstantene:
X, =C,+C,-(-1) =C, - 1C, =1.
X,=C,+C,(-1) =C,+1C, =4,
Trekker disse likningene fra hverandre, og far
2C,=3 < C,=4.
Da blir
C,=1+5C,=1+5-4=3
slik at lgsningen av differenslikningen blir
X, =3+4(-1)".

Oppgave 6a
a,,=za,+n, a,=a =0.

Den tilhgrende homogene likningen blir
hn+2 _%hn = 0

som har karakteristisk likning
2
t°—2=0 o t= i_% :
Altsa er lgsningen av den homogene likningen

h,=Cy(3)' +Cy(~3)'.

2

Sgker en partikulaer lgsning av formen
p,=An+B < p,.,=A(n+2)+B.
Setter inn i den gitte likningen:

A(n+2)+B=%(An+B)+n < (2A-1)n+(2A+2B)=0

Dersom dette skal veere oppfylt for alle n, ma vi ha at

2A-1=0 & A=3%

3
og at

2A+3B=0 < B=-3A=-2.4-_2

Den komplette lgsningen blir da

a,=h +p,=C(2) +C,-(-2) +2n-2.

2 3 9

Finner til slutt konstantene:

8,=C,-(4) +C,- (1) +4.0-2=0 & C,+C,=2
a,=C (1) +C, (1) +41-2=0 & C,-C,=%

2 2 9
Legger sammen disse likningene, og far
2C.=2 < C =4.

9
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_ 32 _ 3 _
CZ_?_Cl_T_LI'___%-
Altsa blir lgsningen av likningen
n n
Q,=4-(3)' ~4-(-4) +4n-2
Oppgave 6b
X, =—3X ., +3x, ,+3-(3) ndr n=3,4,5 -, x, =%, x,=1%
D X=oPer i3 (3) = ob b e () = deieie
Ko=ob 33 () = () HE 33 () — e

2) Omformer likningen til
X +3 2 Xn 1 2 n 2 = 3 ( )
Dette er en inhomogen likning. Finner farst Irasningen av den homogene likningen:

2410 o t:_%i (%) ‘3 1+\/7 ~14 %
2072 > ) :

N\w

Lasningen av den tilhgrende homogene likningen blir da

h=A(2) +B-(-1)".
Siden faktoren 1 allerede inngdr i lzsningen av den homogene likningen, praver jeg en
partikuler lgsning

pn=C-n~(%)”.
Setter inn i likningen:
Con-(3)' =-4-C(n-2)-(4)" +4-Co(n-2)-(3) T43(2)"
Multipliserer med 2" og far:
C-n=-C-(n-1)+2C-(n-2)+3=-C-n+C+2C-n-4C+3=C-n-3C+3
& -3C+3=0 o C= '
Lasningen er da
X, =N, +p,=A-(2) +B-(-1)"+n- () =(A+n)(2)" +B-(-1)".
Finner konstantene A og B:
x =(A+1)(3) +B-(-1)'=1A+1-B=1 & 1A-B=0.

2
X,=(A+2)(4) +B-(-1)’=1A+1+B=¢ & 1A+B=l.
Legger sammen disse to likningene:
2A=1 & A=3

3

som videre gir
_1 1 4 _
B_—A_E-g_
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Oppgave 6¢
X, =4x, ,=3n+2, X, =4, x, =7.

Vet at lgsningen er av formen x, =h, + p, der h, er lgsning av den homogene likningen

mens p, er en partikuleer lgsning. Finner farst h, :
t'=4 o t=+2

slik at
h,=C,-2"+C,(-2)".

Prgver en partikuleer lgsning av formen p, = An+ B. Setter inn:
An+B=4(A(n-2)+B)-3n+2=4An-8A+4B-3n+2
(-3A+3)n+(8A-3B-2)=0

Dersom denne identiteten skal vere oppfylt for alle verdier av n, ma vi ha
-3A+3=0 < A=1.
8A-3B-2=0 < 3B=8A-2=8:1-2=6 < B=2.

Den partikulere lgsningen blir da
Py =n+2

slik at den generelle lgsningen av differenslikningen blir
X,=C,-2"+C,(-2)" +n+2.

Finner C, og C,:

X,=4 < C,-2°+C,(-2)’+0+2=4 < C,+C,=2.
=7 < C-2'+C,(-2) +1+2=7 & 2C,-2C,=4.

Multipliserer gverste likning med 2 og legger sammen:
4C,=8 & C =2.

Da blir
C,=2-C,=2-2=0.

Lasningen blir derfor
X =2:2"+n+2=2""+n+2.

Oppgave 6d
X, =X, ,—3X,,++n nar n=2,34,.-.
Dette er en inhomogen differenslikning. Laser farst den homogene likningen

hn = hn—l _%hn—z
Den karakteristiske likningen blir
1+ 1-4.1
A=2-1 o 1-21+i=0 & i=f4=%.

Siden den karakteristiske likningen har to sammenfallende mtt_er, blir
h,=C,-n-(3) +C,-(%) .

Finner deretter en partikuler lgsning av formen
p,=An+B.
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An+B=(A(n-1)+B)-1(A(n-2)+B)+in
An+B=An-A+B-;An+2A-31B+4n
(FA-)n=-A+iA-iB=-1A-3B
For at dette skal veere oppfylt for alle verdier av n, ma vi ha
A-:=0 & A=1
-21A-iB=0 < B=-2A=-2.
Den generelle lgsningen er derfor

X,=h,+p,=C,-n(2) +C,-(2) +n-2.

Finner C, og C,:
X,=C,-0-() +C,-(4) +0-2=0 & C,=2.
x,=C1-() +C, (1) +1-2=1 & LiC+2-1=2 & C,=2.
Da har vi lgsningen
X,=2n-(4)" +2-(2)" +n-2=(n+1)- ()" +n-2.

Oppgave 6e
1) x,=3x-ix,+1=2.1-1.0+1=

2) Laser forst den tilhgrende homogene likningen:
2
sE(3) -45 541 [1
2 2 L
Lasningen av den tilhgrende homogene likningen er derfor
h,=C,-1"+C, (1) =C,+C,- ()"

t?=3t-1 o t=

Siden konstanten C, allerede inngar i lgsningen av den homogene likningen, kan vi ikke

bruke en konstant som partikulaer Igsning. Vi prgver isteden en partikuler lgsning av
formen

c=A-n
som r\)/ed innsetting i den gitte likningen gir
An=2A-(n-1)-12A-(n-2)+1
An=2An-2A-1An+A+1
0=—3A+A+]l & 1A=1 & A=2
Den generelle lgsningen av differenslikningen blir derfor
X,=h,+p,=C,+C,-(3)" +2n.

2

Finner konstantene C, og C, ved hjelp av de gitte startbetingelsene:
X,=C,+C,-(1)’+2:0 & C,+C,=0 & C,=-C,.
x=C+C, (1) +2:1 & C+iC,+2=1 & C,+1C,=-1.
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Setter inn C, =-C;:

C,+1(-C)=-1 & iC,=-1 & C =22 < C,=-C=2.
Dermed er lgsningen av den gitte likningen

X, =—2+2-(3) +2n=2"+2(n-1).

Oppgave 6f
X, =4x,,—-3n+2, X, =0, X =3.

Finner farst lgsningen av den tilhgrende homogene likningen x, —4x, , =0.

Den karakteristiske likningen blir
A—4=0 & A=%2

slik lgsningen av den homogene likningen er
Xon = A-2"+B-(-2)",

Sgker en partikulaer lgsning av formen
X,, =Cn+D < x,,,=C(n-2)+D.

Setter inn i den gitte likningen, og ordner:
Cn+D=4(C(n-2)+D)-3n+2
Chn+D=4Cn-8C+4D-3n+2
(-3C+3)n=-8C+3D +2

For at dette skal veere oppfylt for alle n, ma vi ha at
-3C+3=0 & C=1

0g
-8C+3D+2=0 < 3D=8C-2=8:1-2=6 < D=2.
Den generelle lgsningen av likningen er derfor

Xy =Xpn + X0 =A-2"+B-(=2)" +n+2.

Finner A og B av startbetingelsene:
xO:A-2°+B-(—2)0+0+2:A+B+2:O < A+B=-2

X, =A-2'+B-(-2) +1+2=2A-2B+3=3 < A-B=0
Legger sammen likningene, og far

2A=-2 < A=-1.
Trekker likningene fra hverandre, og far

2B=-2 < B=-1.

Komplett Igsning:
X, :—(2” +(—2)”)+n+2.

Oppgave 7a
1)  A2+41+16=0
4442 -4.16  —4+-48 —4+i-43

2 2 2

y) —2+i-243.
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AAm
2.3 Vi ser av figuren at:
37 2
A Modulus R = \/(—2)2 +(+243) =a+12=4.
0==2r Argumentvinkelen & er gitt ved
l_.
_l_
, \ o tanezﬁziﬁ.

2 1 /o 1] 2Re _ N _ _
/11 Av figuren ser vi at de to aktuelle vinklene blir
_2“6:_%7[ ezi%ﬂ.

Dermed er
23 A=R-e —4¢"5"
44

X, =—4X,, —16Xx, _,+7n.
Vi vet fra teorien at lgsningen er av formen
Xn = hn + pn

der h, er lgsning av den tilhgrende homogene likningen, mens p, er en partikuler

lgsning. Starter med & finne h, :
X, =—4x,,-16x,, < X +4x,,+16x ,=0.
Den karakteristiske likningen blir
AP +42+16=0
som har lgsningene A = 4™ Da vet vi fra teorien at
h, =4"(C,cos(n-27z)+C,sin(n-2x)).

En partikulaer lgsning ma veere av formen
p,=An+B < p,,=Alh-D+B < p,,=A(n-2)+B.

Setter inn i den gitte likningen:
An+B=-4(A(n-1)+B)-16(A(n-2)+B)+7n
An+B=-4An+4A—-4B-16An+32A-16B+7n
(A+4A+16A-7)n+(B-4A+4B-32A+16B)=0
(21A-7)n+(-36A+21B)=0

Dersom denne likheten skal veere oppfylt for alle verdier av n, ma vi ha at:
21A-7=0 < A=3,
-36A+21B=0 < 21B=36-; < B=%£=2.

Dermed blir den generelle lgsningen
X, =h, + p, =4"(C,cos(n-27)+C,sin(n-4x))+in+4.

Oppgave 7b

1)

Xy =—2X,,, X =1, x =0.
Den karakteristiske likningen blir
=2 o A=t/-2=%J2i.
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Dette er et imaginert tall med modulus r = V2 og argumentvinkel 8 =+7%..

"Kokebokoppskriften” for lgsing av slike likninger gir oss na lgsningen
X, =r"(Acos(n@)+ Bsin(nd)) =~/2" ( Acos(n)+ Bsin(nz)).
Av startbetingelsene far vi na
X,=1 < 2 (Acos(0)+Bsin(0))=1(A-1+B-0)=A=1.
x=0 < \/EI(ACOS(%)-F Bsin(£))=+2(1-0+B-1)
Dette gir
X, =2 cos(n-17).

J2B=0 < B=0.

2) Nérn=13,5,7, - blir cosinus-faktoren av formen cos(%), cos(%), cos(3£), osv.
som alle er lik null.
Nar n=0, 2, 4, 6, --- blir cosinus-faktoren vekselvis +1 og —1, slik at

cos(0-%)=cos(4-%)=cos(8-%)="---=1
0g
cos(2-Z)=cos(6-%)=cos(10-%)=---=—1.
En faktor som veksler mellom +1 og —1 kan alltid skrives (—1)k , k=0,1,2,---. Men

dette er det samme som (—l)%n , N=0, 2, 4,---. Videre ser vi at nar n er et jamt tall, blir
(] () -2

Setter vi sammen alt dette, far vi at

{ 0 nidr n=1357,--

% (—2)%n ndr n=0,2 4,6,
Oppgave 7c
X,=N—X_,-X_, < X +X_,+X ,=nnarn=23 .
1)
n 0 1 2 3 4
’ 0 1 2-1-0=1 3-1-1=1 4-1-1=2

2) Karakteristisk likning:

+412-4-1 —1+i
1+V1°-4-1 1i|J§:_£ii£ 3
2 2 2 2
Omformes til eksponentiell form r-e' der
2
r:\/(—%)2+(%\/§) = fE+i=1

0g

A+2+1=0 & A=—

1
2\/15:_\/5 = §0=—%7Z'+7Z'=

2
Da blir den generelle lgsningen av den tilhgrende homogene differenslikningen

tang =

| w:\l‘w
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h, =1"(C,cos(n-27)+C,sin(n-27))=C cos(n-2x)+C,sin(n-2x)
Ma ogsa finne en partikulaer lgsning. Praver en lgsning av formen
p,=An+B < p,_,=A(n-1)+B=An+(B-A)

& p,=A(N-2)+B=An+(B-2A)
Setter inn i den gitte likningen:

X, =N-X,,—X

w2 < An+B=n—(An+(B-A))-(An+(B-2A))
& (3A-1)n+(3B-3A)=0

Dersom dette skal vaere oppfylt for alle verdier av n, ma vi ha
3A-1=0 & A=1.

3B-3A=0 < B=A=1.

Dermed har vi partikuleerlgsningen p,
slik at den generelle Igsningen blir

X, =C,cos(n-27)+C,sin(n-2x)+1(n+1).

=1 1
=3N+3

Na gjenstar det & finne C, og C,. Vi bruker startbetingelsene og far:
X, =C,c0s(0)+C,sin(0)+1(0+1)=0 < C,-1+C,-0+i=0 < C =-
X =C,c08(27)+C,sin(47)+4(1+1)=1
e 3340 (1B)=t & -t e G

Da blir lgsningen av differenslikningen

3"

1

343

X, =—3c0s(n-37)+54sin(n-37)+3(n+1).

Oppgave 8
X, =2y —1
i1 = Y }nérnzo,l,Z,---
Yo =X, + 3yn
X =1, Y,=2.

Av den gverste likningen far vi
Yo =3(X,1 +1).
Dette "forskyver" vi ett trinn, og far
yn+l = %(Xn+2 +1) -
Na kan vi sette inn i den nederste likningen:
yn+l = _Xn + 3yn < %(XMZ +1) = _Xn + 3'%(Xn+l +1)
S X tr=X F o Xty S X, — 3, +2X, =2
Vi lgser farst den homogene likningen. Den karakteristiske likningen blir

2344220 o -3%V8 42 3
2

+1 |2
2 _{1'
Lasningen av den homogene likningen blir da
h,=C,-2"+C,-1"=C,-2"+C,.
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Siden Igsningen av den homogene likningen allerede inneholder en konstant, prever jeg en
partikuler lgsning av formen
p,=K-n < p,=K:-(h+1) < p,,=K-(n+2).
Setter inn, og far
K(n+2)-3K(n+1)+2K-n=2
K-n+2K-3K-n-3K+2K.-n=2
-K=2 & K==2
Da har vi at
X,=h,+p,=C,-2"+C,-2.
Videre blir
Vo =3(Xa +1) ¥, =2((C, 2" +C, - 2)+1) = 1(C,- 2" + C, - 1).

2

Finner C, og C,:
x=1 < C-2°+C,-2=1 < C,+C,=3.
Yo=2 < %(C-2'+C,-1)=2 < 2C,+C,=5.
Trekker gverste likning fra den nederste, og far
C =2.
Da gir den gverste likningen
C,=3-C,=3-2=1.
Lasningen av likningssystemet blir derfor
X, =2-2"+1-2=2""-1,

y, =2(2.2" 41-1) =2"",
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4.Tillegg

4.1. Lgsning av inhomogene lineaere 1.ordens differenslikninger.
Vi skal na bevise denne setningen:

La tallfglgen { pn} veere en partikuler lgsning av den inhomogene likningen
Xpp =A-X, + f(n).

La tallfglgen {hn} veere lgsning av den tilhgrende homogene likningen
Xy = A-X, .

Den generelle lgsningen av den inhomogene likningen er da
{x}={h+p}={C-A"+p,}.

Vi skal farst vise at {x, } ={h, + p,} virkelig er lasning av differenslikningen
Xpur = A X, + F(n). (1)
Vi setter den antatte Igsningen inn i likningen, og far:
Xpp = A-X, + F(n)
oo+ Po = A-(h, +p,) + f(n)
hyi—A-h +p.,—A-p,—f(n)=0
Men siden {h,} er lasning av den homogene likningen, blir
h,=Ah < h.,—Ah =0.
Og siden { pn} er lgsning av den inhomogene likningen, blir ogsa
Pha=A-p,+f(n) < p,.,—A-p,—f(n)=0.
Altsé passer {x, } ={h, + p,} inn i den opprinnelige differenslikningen.

S& skal jeg vise at {x,} ={h, + p,} er den mest generelle lzsningen av likningen, d.v.s. at det

ikke fins andre lgsninger. Anta at det fins en annen lgsning {yn} slik at
yn+1:A'yn+ f(n) (2)
Trekker (1) fra (2), og far
Yoo =X =AY, — A-X, = A(Y, — X, ).
Dette uttrykket viser at y, — x, er lgsning av den tilhgrende homogene likningen, d.v.s. at
y,—%,=C,-A" < y =C -A"+Xx,
Men vi vet jo at
x, =C-A"+p,. ©)
Setter inn dette, og far
Y, =C,-A"+C-A"+p, =(C,+C)-A"+p,.
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Men dette er jo ngyaktig det samme som uttrykket (3) for x,, bortsett fra at uttrykket for

konstanten er annerledes. Men denne forskjellen betyr ingen ting fordi konstanten uansett ma
bestemmes av startbetingelsen. Altsa er y, = x_, slik at det ikke fins andre Igsninger enn

X,=C-A"+p,.

4.2. Lgsning av homogene lineagere 2.ordens differenslikninger.

Vi skal na vise at:

Dersom den homogene lineare differenslikningen
X, = Ax,_, +BXx, ,

har to linezert uavhengige lgsninger {x, ,} 0g {x, .}, er ogsé linezerkombinasjonen

{Xn} = {Clxl,n + C2X2,n}
en lgsning av likningen.

Pastanden vises ved direkte innsetting:

X, =AX,_, +BX ,

CXyn +C% = A(CXyp 1 +Co% 01 )+ B(CX o, +Cy 0 )

Cl(xl,n - Axi,n—l - Bxi,n—2)+C2(X2,n - AXZ,n—l - BXZ,n—Z) =0

Men siden {x, ,} og {x, | begge er lgsninger av differenslikningen, ma begge

parentesene vaere lik null. Alts& har vi vist at dersom {x, | og {x, ,} begge er
lgsninger av differenslikningen
X, = AX,_, +BX, ,,
sa er ogsa
{X,} = {Clxi’n +C2x2’n}
lgsning av likningen.

4.3. Lgsningsoppskrift for linesere 2.ordens differenslikninger.

Vi skal na vise hvordan vi kommer fram til "oppskriften” for lgsing av linezre, homogene
2.ordens differenslikninger. Vi starter med & anta at likningen
X, = AX, , +BX, ,
har en lgsning av formen
x, =t".
Hvis dette er tilfelle, ma vi ha at
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t"=A-t"" +B-t"?,
Vi deler p& t"?, og far
t* =A-t+B.

Vi har altsa vist at dersom t tilfredsstiller denne likningen, sa vil
X, =t"
veaere en lgsning av differenslikningen.

Vi ma na se pa de tre situasjonene som kan oppsta:

1. Den karakteristiske likningen
t>=A-t+B
har to forskjellige reelle rgtter t, og t, :
Daer bade x,, =t," og x,,,=t," lgsninger av den gitte differenslikningen. Dermed mé
ogsa lineerkombinasjonen

{X,}= {Cltln + CZtZ”}
veere lgsning av den gitte differenslikningen.

2. Den karakteristiske likningen
t> = At+B
har to sammenfallende rotter t, =t, =t.
Undersgker farst betingelsene for at dette skal skje. Laser likningen:
A++A? +4B
—
For a fa to sammenfallende retter, ma vi ha

A*+4B=0 < B=-1A%

Da er de sammenfallende rgttene
t=1A.

Differenslikningen har altsa en lgsning

ol =) ={GA)}
Men ifglge den innledende teorien ma vi finne en lgsning til. Vi undersgker om
X, =nt" < x,=(n-HNt"" < x_,=(n-2)t"?
kan veere en mulig lgsning av differenslikningen
X, =AX,, +BXx ,.
Vi setter inn i differenslikningen:
n-t"=A-(n-1)-t"* +B-(n-2)-t".
Deler pa t"?, og multipliserer ut:
nt®=A-n-t-—A-t+B-n-2B.
Samler ledd som har n som faktor pa venstre side av likhetstegnet:
n(t* —A-t—B)=—(A-t+2B).
Venstre side er apenbart lik null fordi t er rot i den karakteristiske likningen. Men ogsa
hgyre side er lik null, fordi

t’—At-B=0 < t=
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At+2B=A-3A+2(—1A%)=1A*-1A*=0.
Altsa er bade
X, =t"
09
X, =n-t" der t=2A

Igsninger av differenslikningen nar den karakteristiske likningen har to like ratter, slik at
den generelle lgsningen blir

{x,}={Ct"+C,-n-t"}.

Dersom den karakteristiske likningen har to kompleks konjugerte rotter, kan disse alltid
skrives pa formen t = r-e*’' . Lgsningen av differenslikningen er da gitt ved

{Xn} = {Clxi,n + CZXZ,n} = {Cltln + Cztzn} = {Cl(r . e‘gi )n + C2 (r . e—Hi )”}
= {Clrnenﬁi + Czrne—nei}
Sa benytter vi at
e*"" =cos(n@) tisin(ng),
og far

%)

{Clrn (cos(n@)+isin(nd))+C,r"(cos(nd) - isin(n@))}

= {(Cl +C,)r"cos(n@)+i(C,—C,)r" sin(n@)}
Men siden C; og C, begge er konstanter, kan (C1 + CZ) erstattes med en konstant Ky, og
i(C, —C,) kan erstattes av en konstant K,. Da fér vi at

{x,}= {r”(K1 cos(nd) + Kzsin(nH))} :
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5. Smaoppgaver i teksten.

5.1. Oppgaver.

Du finner lgsningsforslag ved a klikke pa oppgavenummeret.

Oppgave 1.1.1
Sett opp de 5 farste tallene i disse tallfglgene:

a) {n*-1f, neN.

n
b) {m}, n:0,1,2,3,"'.

C) {(_1)”2}, neN.
(n+1)

Oppgave 1.1.2
Sett opp de 5 farste tallene i disse rekursivt gitte tallfglgene:

a) a.,=2a-1narn=0,1,2,-,a,=2.

b) a.,=2a,narn=123--, a=0,a=2.

c) X, +2X =X ,+1lnarn=234,---, X, =-1, x =1.
d) Xpu =—X, +20=3 N&r n=1,2,3,--+, X

=2.
e) X, =X,+2(-1)"+2"ndrn=2,34,., x =0.

n

Oppgave 1.2.1
Undersgk konvergensen til disse tallfglgene:

a) {n—zz}’ neN
n
(n-1)°

b) {n(n+2)}, neN

2 2
C) {n _n } n=234,--

n-1 n+l1
3 2
d) {n _ = } n=234,"

n-1 n+1

Oppgave 1.2.2
Undersgk konvergensen til disse tallfglgene:

a) {n—ﬁ}, neN.
b) {n—\/nz—n}, neN.
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Oppgave 1.2.3
Undersgk konvergensen til tallfalgen

el e

Oppgave 1.2.4
I oppgave 1.2.3 viste vi at tallfglgen

o). ner

konvergerer mot 7 . Bruk dette resultatet til & undersgke konvergensen til tallfglgen

e e

Oppgave 1.2.5
Undersgk monotoniegenskapene til tallfalgene nedenfor, bade ved a regne ut differansen
mellom to ledd, og ved a derivere en passe funksjon. Avgjar ogsa om tallfglgene er begrenset.

{4n—1}’ neN
n+1

_2
b) {2”}, neN
n+2

Oppgave 2.2.1
Las disse differenslikningene:

a) X,, =—2X, nar n=12,3, -, x =1.
b) X,y =3%, nar n=12,3 -+, x, =1.

Oppgave 2.2.2
Lgs differenslikningene nedenfor, og kontroller svaret ved a regne ut de 5 farste leddene i

tallfglgen:
a) X, =-X +2"narn=123 -, x =1.

n+1

b) X, =2X, —nnarn=123 -, x =5.
g) Xn+1:Xn+Sin(n'%ﬂ') nérn:ly 2,3, -, X1:1

Oppgave 2.2.3

Lgs differenslikningene nedenfor, og kontroller svaret ved a regne ut de 5 farste leddene i
tallfglgen:

a) X.,=X-3narn=123 -, x =8.

b) X,y =2X,—1narneN, x,=4.

n+l — 2

g) Xn+1:2Xn_2n nérn:l) 2,3,"',X1:2,
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Oppgave 2.3.1
Las differenslikningene nedenfor, og beregn de 5 ferste leddene til kontroll:

a) X, =X _,+2X , narn=3,4,5, -, x, =1, x, =2.
b) X, =—2X,, +3X,, narn=3,4,5,---, x, =1, x, =3.
€)X =A%, Ndrn=3,4,5 -, % =X =1.

Oppgave 2.3.2
Las differenslikningene nedenfor, og beregn de 5 farste leddene til kontroll:

a) Xy :2Xn—1_xn—2 nar nzli 21 3) T Xl:]" X =3.
b) X :_4Xn—1_4xn—2 né'r n:]‘i 21 3!'”' Xl:]" X2:4'

n

Oppgave 2.3.3
Las differenslikningene nedenfor, og beregn de 5 ferste leddene til kontroll:

a) X,=—X,, narn=3,4,5 -, X =X, =1,
b) X =+2-x,-X_, nd&rn=34,5 - x =1, x,=+2.

Oppgave 2.3.4
Las differenslikningen
X, =4X _,—r-X _, narn=1223 -, x =1, x,=2
nar
a) r=3
by r=4
c) r=8

Oppgave 2.3.5
Lgs differenslikningene nedenfor:

a) X, =X, +6X,,—6n+1ndrn=123 -, x =1, X, =3,

b) X =3x ,—2x ,—4 narn=123 -, x =1, x,=3.
c) X, =6X,, -9%,,+3" ndrn=123 -, x=0, x,=3.

Oppgave 2.4.1
Las differenslikningen

X, = Xoq +4X,_, —4X, 5.

Oppgave 2.5.1
Las systemene av differenslikninger nedenfor:
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a) Xn+1 = 2Xn _3yn XO =9

Yna ==X, Yo = 1

b) X = _2Xn +Y, Xo = 3
yn+l:4xn+yn ’ y0:2

5.2. Lgsninger pa smaoppgaver.

Oppgave 1.1.1
De 5 farste leddene i disse tallfalgene blir:

a) {n*-1f, neN:
1?-1=0, 22 _1=3, 3?2-1=8, 4> -1=15, 52 —1=124.
n
b — ''n=0,1,23,--:
) {(n+1)(n+2)}
0 1.1 2 _2_1 3 _3 4 _4_2
1.2 ' 2.3 6 3.4 12 6 4.5 20° 5.6 30 15

c) { (_1)’”2 } : neN.
(n+1)
(_1)1+l ~ 1 (_1)2+1 1 (_1)3+l l (_1)4+l l (_l)5+l 1

(1+1? (2+1° 9

(3+1)° 16’

(4+1° 25 (5+1)° 36

|

Oppgave 1.1.2
a) a,,=2a,-1narn=0,12,--, a,=2.
Starter med a sette n=0, og setter deretter etter tur n=1, 2, 3, 4. Da blir
a=28,-1=2-2-1=3.
a,=2a-1=2-3-1=5.
a,=2a,-1=2-5-1=9.
a,=2a,-1=2-9-1=17.

b) a,=2a,narn=123- -, a=0,a=2.
Starter med & sette n=1, og setter deretter etter tur n=2, 3, 4. Da blir
a,=2a,=2-0=0.
a,=2a,=2-2=4.
a,=2a,=2-0=0.

c) X, +2X =X ,+1lnarn=234,---, X, =-1, x, =1.

Likningen omformes farst til
X, =—2X,,+ X, , +1.
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Starter med a sette n =2, og setter deretter etter tur n =3, 4,5. Da blir
X, = —2X + X, +1=-2-1+(-1) +1=-2.
X, = —2X, + X +1=-2-(-2)+1+1=6.
X, = 2%, + X, +1=-2-6+(-2) +1=-13.
d) X,y ==X, +2n—=3 ndrn=1,23,--+, x, =2.

n+l T

Starter med & sette n=1, og setter deretter etter tur n=2, 3, 4. Da blir
X,=—X+2:1-3=-2+2-1-3=-3
3=—x2+2-2—3=—(—3)+2-2—3=4
=—X+2-3-3=-4+2-3-3=-1
s=—X,+2-4-3=—(-1)+2-4-3=6

=

X
X
X

e) X, =X, +2(-1)" +2" ndrn=2,34,--, x =0.
Starter med a sette n =2, og setter deretter etter tur n =3, 4,5. Da blir
X, =% +2(-1)" +2°=0+2-1+4=6
X=X, +2(-1)’ +2° =6+2-(-1) +8=12
X, =% +2(-1)" +2* =124 2-1+16 =30
(-1)’+2°=30+2-(-1)+32=60

5
X; =X, +2

Oppgave 1.2.1
a) {n—zz}’ neN
n

Tallfelgen konvergerer mot 0.

(n-1)°
b) {n(n+2)}’ nel

~(n-1? . (P-2n+1)- 0 1-241 1 040
lim =lim = lim o =
en(nt2) re (n?+2n). L noe 142 1+0
Tallfelgen konvergerer mot 1.
n’ n’
c) - , N=234,
n-1 n+l1
. (nz nzj _ n?(n+D-n*(n-1) .. n*+n®’—n®+n?
lim - = =lim >
se\n-1 n+1) me  (n+1)(n-1) N n’ -1
2n?. L ) 2

= lim——

Tallfelgen konvergerer mot 2.

m = =
21— L 1-0
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Tallfalger.
d) { } n=234,
n-— 1 n+1
n® n’ . nPh+)-n*(n-1) ,. n*+n*=n*+n°

lim = =lim 5
oe\n-=1 n+1) o= (n+1)(n-1) N n’ -1
(n*+n?)-L  1+3 1,0 1
n—ow (nz_ ) 1 noowo 1 n% O_O O

Denne grenseverdien eksisterer ikke, slik at tallfalgen divergerer.

Oppgave 1.2.2

a) {n—ﬁ}, neN.

n_m:(n—x/nz—l)(nmlnz—l):nz—(nz—l): 1
n++/n?-1 n+vnf-1 n+n?-1
Da blir
1.1 1
lim(n—+n?2—1) = lim " — lim "
no o (naanzo1)- 1 1y 3(n?-1)
i 0 0
=i ——=0
nm1+\/1— T141-0 2

Tallfelgen konvergerer mot 0.

b) {n—\/nz—n}, neN.
n_m:(n—\/nz—n)(n+\/n2—n):nz—(nz—n): n

n++/n°>—n n+vni—n n+n-n

Da blir

1
lim(n—+vn?—n) = lim Ny = lim
o (nenZ-n) i U1y 1(n*~n)

n—ow

1 1 1

= lim = ==
el -2 1+41-0 2

Tallfglgen konvergerer mot .

S

Oppgave 1.2.3

o). e

Danner funksjonen
f(x):x-sinﬂﬁj, x>1.
X
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(Ej =sin0=0. Omformer derfor slik:
X

Nar x — oo, blir dette et " oo - 0 -uttrykk fordi limsin

sin(Z i -1

x.sin(ﬁ]: l(X):Sm(”lX)

X 1 X

slik at
i -1} L'Hopital 1) (_ry2
|im(x-sin(ﬁnz|im—s'”(”lx )72 05l (o)
X—00 X X—00 X X—00 _X
=lim(cos(zx™)-7) =z -lim cos(zj =7-c0s0=r
X—00 X

X—0

Tallfelgen konvergerer mot 7.

Oppgave 1.2.4
VA sin(

n-tan(ﬂ: ) COS(n)) _n-sin(%)

— n
cos(f)

N =

Da blir
m(n-sin(%)) oz

li
n—owo

) lim (cos(7)) “cos0 1

o))"

n—oo n
n

Tallfelgen konvergerer mot 7.

Oppgave 1.2.5
{4n —1}’ neN

a
) n+1

Differansen mellom to ledd blir
_4(h+1D)-1 4n-1 4n+3 4n-1

dn =a,,,— 4, = -
(n+D)+1 n+l n+2 n+1
_(4n+3)(n+1)-(4n-1)(n+2)
(n+2)(n+1)
~(@n”+4n+3n+3)-(4n*+8n-n-2) 5
(n+2)(n+1) (n+2)(n+1)
Denne differansen blir alltid positiv, slik at tallfglgen er strengt voksende.
Kontroll: Definerer
4x -1 , 4(x+1)—(4x-1)-1 4x+4-4x+1 5
f(X): = f (X): 2 = 7 — >
X+ (x+1) (x+1) (x+1)
som alltid er positiv. Videre ser vi at
~41-1 3
" 2
og at
1

n-D)-3 . 4-3 4-0_,
o]+l 140

lim
e (n+1)-1

slik at tallfglgen er begrenset.
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_ 2
{2 n } neN
n+2
Differansen mellom to ledd blir
~2-(n+1)" 2-n* 2-n*-2n-1 2-n’

d =a ,—-a = - =
(n+1)+2 n+2 n+3 n+2
(@-2n-n*)(n+2)-(2-n*)(n+3)
- (n+3)(n+2)
(n-2n*-n*+2-4n-2n*)-(2n+6-n°-3n°) -n’-5n-4
- (n+3)(n+2) " (n+3)(n+2)

Denne differansen blir alltid negativ, slik at tallfglgen er strengt avtakende.
Kontroll: Definerer

2-x°
f(x)= .
X+ 2
vy 2x(x+2)—(2-x2)-1  —2x2—4x—2+x2  —x?—4x-2
f'(x)= = =
(x+2)° (x+2)° (x+2)°
som alltid er negativ nar x >1. Videre ser vi at
_2—12_3
ERETEI
men at
~(2-n?) X 2.1 g1 g
lim = lim-2 = ==
e (n+2)-L e le 2 040 0

som ikke eksisterer. Tallfglgen er derfor opptil begrenset, men ikke nedtil begrenset fordi
leddene gar mot —o nar n — .,

Oppgave 2.2.1

a)

b)

X, =—2X, nar n=12,3 -
Lasningen blir

x,=C-(-2)".
Finner C:

x,=C-(-2)=-2C=1 < C=-1,
Altsa blir

X,,=3X, ndr n=1,2,3, -
Lasningen blir

x,=C-3".
Finner C:

x=C3=! < C=1i
Altsa blir
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Tallfalger.

{x}={%-3"}={3}.

Oppgave 2.2.2a

a) X,=-X+2"narn=123, -

Lasningen av den tilhgrende homogene likningen blir
hi={c- (1)),

Praver en partikuler lgsning av formen
p,=D-2" < p,,=D-2""

Setter inn:
pn+l:_pn+2n = D'2n+l:—D.2n+2n

Deler pa 2", og far:
D-2=-D+1 < 3D=1 < D=1.

Lasningen er da

(o} =+ p ) ={C-(-1) +5-27).
Finner C:

x,=C-(-1) +1-2'=-C+2=1 o C-=
Komplett Igsning blir da

Do) = {3+ 12 = (2 - ()]

|
|wIH

n Xy =X, +2" X, :5(2“ —(—1)”)
1 1 {2'+1)=1
2 ~1+2'=1 H2*-1)=1
3 ~1+2°=3 1(2°+1)=3
4 -3+2°=5 1(2*-1)=5
5 ~5+2°=11 H2*+1)=11

Oppgave 2.2.2b
X,y =2X,—N narn=123, -
Lasningen av den tilhgrende homogene likningen blir
{hn} - {C ' 2n} )
Praver en partikuler lgsning av formen
p, =D-n+E (farstegradspolynom i n)
Setter inn:
Ppn=2Pp,—-N < D-(n+1)+E=2(D-n+E)-n
< D-n+D+E=2D-n+2E-n
Samler alle ledd som inneholder n pa venstre side av likhetstegnet:
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Matematikk for ingenigrer.
Tallfalger.

-D-n+n=-D+E < (-D+1)n=-D+E
Dersom dette skal vare oppfylt for alle verdier av n, ma vi ha at
-D+1=0 < D=1
og at
-D+E=0 < E=D-=1.
Lesningen pa differenslikningen blir da
{xn}:{hn+pn}:{c-2”+n+1}.
Finner til slutt C:
x=C-2'+1+1=5 & 2C=2 < C=3.
Komplett Igsning blir altsa
{xn}={§-2“+n+1}={3-2”’1+n+1}.

n X, =2X —n x =3-2""+n+1

1 S 3.2°+1+1=5

2 2:5-1=9 3.2'4+2+1=9

3 2-9-2=16 3.2°+3+1=16

4 2-16-3=29 3.2+ 4+1-29

5 2.29-4=54 3.2 +5+1-54
Oppgave 2.2.2c

Xp =X, +sin(n-37) ndrn=1,23, -
Lasningen av den tilhgrende homogene likningen er
{h}={c-1}={c}.

Praver en partikuler lgsning av formen
p, =Dcos(n-17)+Esin(n-1z).

Setter inn, og benytter at cos(v+%7)=-sinv og at sin(v+47z)=cosv:

P = pn+5|n(n 2 )

Dcos((n+1 )+E3|n( n+1)- ; )=Dcos(n-4x)+Esin(n-1z)+sin(n-

2

Dcos(n-iz+1z)+Esin(n-iz+1z)=Dcos(n-17)+Esin(n-1

2

Samler ledd:
(-D—E-1)sin(n-1z)+(E-D)cos(n-$7)=0.
Skal denne likningen veere oppfylt for alle verdier av n, ma vi ha at:
-D-E-1=0
-D+E=0
Legger sammen, og far
-2D-1=0 < D=-:%.

_2
Da er ogsa
E=D=-1.

_2
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Lesningen blir altsa

{%,} ={C—%cos(n-1z)—1sin(n-i7)}.
Finner C:

X, =C—%cos(1-37)—4sin(1l-17)=C -

Komplett Igsning:

{%,} ={3—+cos(n-47)-Lsin(n-1x)} = {4(3-cos(n-17)-sin(n-x))} .

N[
o

|
N[
[EEN

Il
[N
O

Il
o]

n X =X, +sin(n-1r) 1(3—cos(n-17z)-sin(n-1r7))

1 1 1(3-cos(1-47)-sin(1-17))=1(3-0-1) =1
2 l+sin(1-i7)=1+1=2 | 4(3-cos(2-17)-sin(2-17))=1(3-(-1)-0)=2
3 | 2+sin(2:47)=2+0=2 | 4(3-cos(3-17)-sin(3-17))=4(3-0-(-1)=2
4 | 2+sin(3-1r)=2-1=1 | (3-cos(4-iz)-sin(4-1z))=1(3-1-0)=1
5 1+sin(4-17)=1+0=1 1(3—-cos(5-47)—sin(5-17))=1(3-0-1) =1

Oppgave 2.2.3a
X X —3narn=123, -

n+l = n
Den tilhgrende homogene likningen har lgsning
{X,} :{C -1“} ={C}.
Vi kan da ikke bruke p, =D som partikuleer lgsning fordi den homogene likningen allerede
har en konstant som lgsning. Vi prever isteden en partikuleer lgsning
p,=n-D.
Setter inn i differenslikningen:
Ppu=P,-3 < (n+1)D=n-D-3 < n-D+D=n-D-3 < D=-3.
Lasningen av differenslikningen blir da
C-3n.
Finner C:
x,=C-3.1=8 < C=11.
Komplett Igsning blir da

{X,} ={11-3n}.

n 1 2 3 4 5
X, =X -3 |8 8-3=5 5-3=2 2-3=-1 |-1-3=—4
11-3n 11-3-1=8 11-3.2=5 |11-3-3=2 |11-3-4=-1 [11-3.-5=-4
Oppgave 2.2.3b
Lasningen av den homogene likningen er

h=C-(3).
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I den gitte likningen er f (n) =—1. Jeg prever derfor en partikuleer lgsning som er en
konstant:
p,=K < p., =K.
Setter inn i likningen for a finne K:
Pi=sp,-1 & K=2K-1 & K=1 & K=2.
Den generelle lgsningen av likningen blir da
X,=h, +p,=C-(2) +2.
Finner til slutt C:
x,=C-(3)+2=C+2=4 < C=2.

2
Altsa blir lgsningen

X, :2-(%)n+2.

Oppgave 2.2.3c
X, =2X —2"narn=123, -
Den homogene likningen blir h ., = 2h  som har lgsning

{hn} - {C ’ Zn} '
Na kan vi ikke bruke p, =D-2" som partikuler lgsning selv om denne lgsningen er av

samme form som leddet —2". Grunnen er at ledd av formen 2" allerede fins i lgsningen av
den homogene likningen. Vi pragver derfor
p,=D-n-2".
Setter inn:
Py =2p,—-2" < D(n+1)-2"=2D-n-2"-2".
Forkorter bort 2" og multipliserer ut:
2D-n+2D=2Dn-1 & 2D=-1 & D=-1.
Lasningen av differenslikningen blir da av formen
{x,}={C-2"-1.n-2"} ={(C-4n).2"}.
Finner C:
x=(C-%1)-2'=2C-1=2 < 2C=3 < C=%.
Komplett lgsning blir da

()= {a-n)-2)-fia-n)-2).

n X ., =2x —2" (3—n)-2"*

1 2 (3-1)-2°=2
2 2.9_91_9 (3-2)-2°"=2
3 2.9_22_ (3-3)-2°*=0
4 2.0-2°=-8 (3-4)-2"*=-8
5 2.(-8)—2" =32 (3-5)- 251 =32
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Oppgave 2.3.1
a) X, =X, +2X, ,, %=1, X,=2.
Karakteristisk likning

t’=t+2 < t°-t-2=0 < t=

1+y1°+8 1+3 |2
2 2 |4
Generell lgsning
{)={C2"+Cp (A1)}
Finner konstantene:
x, =C,-2'+C, (-1) =2C,-C, =1
X, =C,-2*+C,-(-1)" =4C, +C, =2
Legger sammen likningene:
6C,=3 < C,=1.
Da blir
C,=2-4C,=2-4-2=0.
Komplett Igsning:

{x}={3-2"}={2"}.

De farste leddene blir:

n 1 2 3 4 5
X =X _,+2X , |1 2 2+2-1=4|4+2-2=8|8+2-4=16
x, =2"" 2°=1|2'=2 |2°=4 2°=8 2°=16

b) X, =—2X,,+3X, ,, X =1, X,=3.

Karakteristisk likning

t?=-2t+3 < t?+2t-3=0 < t=— - -
2 2

24+/22 412 244 {—3

Generell lgsning

() ={C.(-3)" +C, 1} ={C,(-8) +C,
Finner konstantene:

x,=C,-(-3) +C,=-3C,+C, =1

X, =C,-(-3)"+C, =9C, +C, =3

Trekker den gverste likningen fra den nederste:
12C,=2 < C =1.
Da blir
C,=1+3C,=1+3-2=3.
Komplett Igsning:

{o}={3-(-9)"+4}.
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De farste leddene blir:

Matematikk for ingenigrer.
Tallfalger.

n X, =—=2X, ., +3X _, 1.(-3)"+2
1 1 1.(-3)+3=-143=1
2
2 3 29 +3=3+3=3
3 —2.3+3-1=-3 1(3)+3=-243=23
4 ~2(-3)+3-3=15 1.(-3)'+3=243-15
5 -2-15+3(-3)=-39 1.(-3)+3=-8,3-_39
C) X, =4X, ,, X =X=1.
Karakteristisk likning
=4 o t=+2.
Generell lgsning
() ={c-2+C,-(-2)'}.
Finner konstantene:
x,=C,-2'+C, (-2) =2C,-2C, =1.
X, =C,-2°+C,-(-2)" =4C, +4C, =1.
Multipliserer gverste likning med 2, og legger sammen:
8C,=3 & C,=1.
Da blir
4C,=1-4C,=1-4-3=-1 & C,=-1,
Komplett Igsning:
n n n n n— n-3
O R N v e e R i G T
De farste leddene blir:
n X =4x 3.2 4 (=2)""
1 1 3.2 4 (2) P=3.141=1
_ 2-3
2 1 3.27°4+(-2) "=3.1-1=
3 4.1=4 3.2 4(-2)""=3-1+1=4
4 4.1=4 3.2 4(-2)""=3.2-2=4
5 4.4-16 3-27°4(-2)°=3-4+4=16
Oppgave 2.3.2
a) X, =2X, 4, —X,,, X =1, X, =3.

Karakteristisk likning
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Tallfalger. Side 65
t?=2t-1 < t°-2t+1=0 < t:Zi— “52_44.
Generell lgsning
{%}={C,-1"+C,-n-1"} ={C,+C, -n}.
Finner konstantene:
x,=C,+C,-1=C, +C, =1
X,=C, +C,-2=C,+2C, =3
Trekker den gverste likningen fra den nederste, og far
C,=2.
Da blir
C,=1-C,=1-2=-1.
Komplett Igsning:
{x,} ={-1+2n}.
De farste leddene blir:
n Xy = 2X,4 — X, X, =2n-1
1 1 x,=2-1-1=1
2 3 X,=2-2-1=3
3 2:3-1=5 X;=2-3-1=5
4 2.5-3=7 X, =2-4-1=7
5 2-7-5=9 X;=2-5-1=9

b) X, =—4X ., —4X,,, %=1, x,=4.
Karakteristisk likning

4++/4° 16

t?=—4t-4 o tP+4t+4=0 & t=— =-2.

> —<
Generell lgsning

{x,} :{C1 (-2)" +C, -n-(—2)”}.
Finner konstantene:

1 1

x =C,-(-2) +C,-1:(=2) =-2C, -2C, =1

X, =C,-(-2)" +C, -2-(-2)" =4C, +8C, = 4
Deler den nederste likningen pa 4 og legger sammen:

—-C, =2 & C =-2.
Da blir

2C,=-2C,-1=4-1=3 < C,=3.
Komplett Igsning:

{x,} = {_z.(_zn)+gn : (—2)”} - {(—2)”” ~3n. (_z)”-l} - {(4_3n) : (_z)“-l}.

De farste leddene blir:
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Matematikk for ingenigrer.

Tallfalger. Side 66

n X =—4x _, —4X x, = (4-3n)(-2)""

1 1 x =(4-3-1)(-2) " =11=1

2 4 X, =(4-3-2)(-2)" " =(-2)-(-2) =4

3 —4.4-4.1=-20 X, =(4-3-3)(-2)"" =(-5)-4=-20

4 —4-(-20)-4-4=64 | x,=(4-4-2)(-2)"" =(-4)-(-8)=32

5 —4-64-4-(-20)=-176 | x, :(4_5.3)(_2)5_1 —(-11)-16 =-176
Oppgave 2.3.3a

X, ==X, 5, X =X, =1.
Den karakteristiske likningen blir
t?=-1
som har rgttene
t=+i=e"",
Den generelle lgsningen av differenslikningen blir da
{x,} ={K,cos(n-17)+K,sin(n-ix)}.
Finner konstantene:
x, =K,cos(1-37)+K,sin(1-47) =K, -0+ K,-1=1 < K, =1.
X, =K,cos(2-17)+K,sin(2-17)=K,-(-1)+K,-0=1 < K =-1.
Komplett Igsning blir da
{%,} ={-cos(n-1x)+sin(n-Lix)}.

De farste leddene blir:

n X ==X, —cos(n-4x)+sin(n-ix)
1 1 —cos(1-47)+sin(l-47)=-0+1=1
2 1 —c0s(2-47)+sin(2-47)=-(-1)+0=1
3 -1 —c0s(3-17)+sin(3-17)=-0-1=-1
4 -1 —c0s(4-27)+sin(4-17)=-1+0=-1
5 1 —cos(5-47)+sin(5-17)=-0+1=1
Oppgave 2.3.3b
X, :\/E-xn_l—xn_z, X =1, x, =+/2.
Den karakteristiske likningen blir
t?=\2t-1 o t*-2t+1=0
t:\/zi \/52—4:\/§i\/3=%\/§ii-%\/§

2 2
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Matematikk for ingenigrer.

Tallfalger.
Disse kompleks konjugerte tallene har:
Modulus: r:\/(%\/ﬁ)2+(%\/§)2 =2+2=1.
Argumentvinkel: tan @ = Ve _ < O=ir
\/_ 47
Rattene i den karakteristiske I|kn|ngen blir derfor
t=1.e""
slik at den generelle lgsningen av differenslikningen blir
{x,} ={K,cos(n-1z)+K,sin(n-17)}.
Finner konstantene:
X, = K cos(1-17)+ K,sin(1-17) = K, - 142 + K, - 142 =1.
X, = K c0s(2-17)+K,sin(2-17)= K1-0+ K, 1=42 < K,=42.
Settes dette inn i den ferste likningen, far vi
K, -iv2+42-42=1 o K, =0.
Komplett Igsning blir da
x} :{\/E-sin(n-%n)}.
De farste leddene blir:
n 2%, - %, J2-sin(n-L7)
1 1 V2-sin(l-i7) =212 =1
2 J2 J2-sin(2-ix)=+2-1=+2
3 J2.2-1=1 J2-sin(3-17)=+2 142 =1
4 J21-J2 =0 \/—sm( ir)= J2.0=0
5 J2.0-1=-1 \/E-Sin(S-%ﬂ')Z\/E'(—%\/E)Z—l
Oppgave 2.3.4
X, =4X,,—r-X,, Xx=1, X, =2.
Karakteristisk likning
=dt-r o t2-4t+r=0 = 4% “126_4r _4x V42(4_r) —2+Ja_r.

a) Nar r =3, far vi to reelle ratter

t1:2ix/4—3={2+1:§

2-1=1
Generell lgsning

{x}={C,-3"+C, - 1"} ={C,-3"+C,}.

Finner konstantene:

x =C-3+C,=1 < 3C +C,=1.
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Matematikk for ingenigrer.
Tallfalger. Side 68

x,=C,-3¥+C,=2 < 9C,+C, =2,
Trekker gverste likning fra den nederste, og far
6C,=1 < C;=
Da blir
C,=1-3C,=1-3-:=1.
Komplett lgsning er altsa
)= {23 +1) = {4 3 +1) :{%(3”-%1)}.
b) Nar r =4, far vi to like ratter t = 2.
Generell lgsning
{x}={c,-2"+C,-n-2"}.
Finner konstantene:
x =C,-2'+C,-1.2" =2C, +2C, =1.
x,=C,-2°+C,-2-2° =4C, +8C, = 2.
Deler nederste likning pa 2, og trekker gverste likning fra den nederste:
2C,=0 < C,=0.
Da blir
2C,=1-2C,=1-2.0=1 < C;=
Komplett lgsning er altsa

{x}={3-2"}={2"}.

1
5

L
7

c) Nar r =8, far vi to kompleks konjugerte ratter
t=2+-4=2+2i=2J2¢e"""
Mellomregninger:

Modulus R = /22 +22 =8 =2/2.
2

Argumentvinkel: tand=—=1 < 6=

V2

N

Generell lgsning

%} :{K1 -(2\/§)n cos(n-i7)+K, -(Zﬁ)nsin(n&ﬂ)}.
Finner konstantene:

X, = K, -2v2cos(1-17)+K, - 24/2sin(1-17)

=K, -2v2 - 1V2 + K, - 242 - 142 = 2K, + 2K, =1

X, = K, -(Zx/E)ZCOS(Z-%ﬂ')—l- K, -(Zﬁ)zsin(Z-%ﬂ) =K,-8:0+K,-81=8K,=2.
Av den siste likningen far vi

K, :%
som innsatt i den farste gir

2K, =1-2K,=1-2.1=1 & K=
Komplett lgsning er altsa

[ &=
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Matematikk for ingenigrer.
Tallfalger. Side 69

()= (242 (s00s(n-2) - sin(n-1))|
:{%<2\/§)n(cos(n- 7r)+sin(n'%”))}

ENT

Oppgave 2.3.5a

X, = X, 1 +6X,_, —6n+1
Karakteristisk likning for den tilhgrende homogene likningen:
_1£41°+24 145 _{ 3

2 2 -2

t’=t+6 < t°-t-6=0 < t

Lasningen av den homogene likningen blir da
h, ={cl-3“ +C, .(—2)“}.

Sgker en partikulaer lgsning av formen
p,=D-n+E.

Setter inn i den opprinnelige likningen:
P, =P,y +6pP,, —6N+1
D-n+E=D(n-1)+E+6(D(n-2)+E)-6n+1
D-n+tE=D-n-D+E+6D-n-12D+6E-6n+1
(6D +6)n=-13D+6E +1

Dersom dette skal vaere oppfylt for alle verdier av n, na vi ha at
-6D+6=0 < D-=1.
og at

-13D+6E+1=0 < E=

13D -1
6

=2.
Lesningen blir altsa
(o} ={C -3 +C,o(-2) +n+2).
Finner C; og Co:
X, =C,-3+C,-(-2) +1+2=1 < 3C,-2C,=-2.

X,=C,-3 +C,-(-2)" +2+2=3 & 9C, +4C, =-1.
Multipliserer gverste likning med 2 og legger sammen:
15C, =5 < C =-1.

Den gverste likningen gir na
2C, :3C1+2=3(—%)+2:1 < C,=1.
Komplett Igsning blir da B
{x,}= {(—%) 3 +1(=2) +n+ 2} - {—3"*1 —(=2)" +n+ 2} .
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Matematikk for ingenigrer.
Tallfalger. Side 70

Oppgave 2.3.5b

X, =3X,, —2X,, —4.
Karakteristisk likning for den tilhgrende homogene likningen:
3+43 -8 3+1 _{2

2 2 1

t?=3t-2 < t?-3t+2=0 < t=

Lasningen av den homogene likningen blir da
{h}={c-2"+C,- 1"} ={C,-2"+C,}.
Det naturlige er & sgke en partikuleer lgsning av formen p, = D fordi leddet —4 er en
konstant. Men Igsningen av den homogene likningen inneholder allerede konstanten C..
Derfor multipliserer jeg konstanten D med n og sgker en partikulaer lgsning av formen
p, =D-n.
Setter inn i den opprinnelige likningen:
Pn=3Pys—2P, . —4
D-n=3D(n-1)-2D(n-2)-4
D-n=3D-n-3D-2D-n+4D-4
D=4
Lesningen blir altsa
{x,}={C,-2"+C, +4n}.
Finner C; og Co:
x =C,-2'+C,+4-1=1 < 2C,+C,=-3.
x,=C,-2°+C,+4-2=3 < 4C,+C,=-5.
Trekker gverste likning fra den nederste:
2C,=-2 < C =-1.
Den gverste likningen gir na
C,=-2C, -3=-1.
Komplett lgsning blir da

{%,}={-2"-1+4n}.

Oppgave 2.3.5¢
X, =6x,,—9x,_,+3".
Karakteristisk likning for den tilhgrende homogene likningen:

6++/6°—36 _3
-, 7

t?=6t-9 < t?-6t+9=0 < t=

Lasningen av den homogene likningen blir da
{h,}={C,-3"+C,-n-3"}.

Farste innskytelse vil veere & prave en partikuler lgsning av formen p, = D-3". Men et slikt

ledd inngar allerede i lgsningen av den homogene likningen. Det samme er tilfelle hvis vi

multipliserer med n. Vi m alts multiplisere med n?, og far en partikulzr lgsning av formen
p,=D-n*.3",
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Matematikk for ingenigrer.
Tallfalger. Side 71
Setter inn i den opprinnelige likningen:
P, = 6 Pra— 9 Pt 3

D-n*-3"=6D(n-1)"-3"*-9D(n-2)" -3"2 +3"
Deler pa 3" og ordner:

D-n=2D-n-4D-n+2D-D-n*+4D-n-4D+1
2D=1 < D=1

2
Lesningen blir altsa
{%}={C,-3"+C,-n-3"+1.n?.3"}.
Finner C; og Co:

x,=C,-3'+C,-1.3'+1.12.3'=0 < 3C,+3C,=-1.

x,=C,-3+C,-2:3+1.22.33=3 < 9C,+18C,=-15 < 3C,+6C,=-5.
Trekker gverste likning fra den nederste, og far

3C,=—7 & C,=-1.
Den gverste likningen gir na

C=-4-C,=-1-(-})=1
Komplett Igsning blir da

{%}={2-3"-In-3"+1in’.3"} :{3” (30’ —7n+4)}.

Oppgave 2.4.1

X, =X,y +4X,_, —4X 5
Karakteristisk likning:

P=t’+4t-4 o tP-t?-4t+4=0 < t*(t-1)-4(t-1)=0
& (f-4)(t-1)=0

Tre reelle ratter:
t=-2, t =2,

Lasningen blir

{x)={C.(-2) +C, 2" +Cy).

t,=1.

Oppgave 2.5.1
a) X = 2Xn _Syn Xy = S
Yna =X, , Yo = 1

Forskyver den gverste likningen ett trinn utover i tallfglgene:
Xns2 = 2Xn+1 - 3yn+l = 2Xn+l - 3(_Xn) = 2X

oo F3X, .
Den karakteristiske likningen blir
+ —4.(— + 3
2243 o P_2_3-0  to2ivi-4 (-3) _2+4 _
2 2 -1
Dermed blir
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Matematikk for ingenigrer.
Tallfalger. Side 72

x =C,-3"+C,-(-1)".
Av den gverste likningen finner vi na
Yo =1(2%, - x,.1) =1(2(c, - 3"+ C,-(-1") - (C, -3 + ¢, - (-D"))
=1(2¢,-3"+2C, - (-1)" -3¢, -3" - (-1)C, - (-1)")
=1((2-3)C,-3"+(2+1)C, - (-1)") =—1C, -3 + C, - (-1)"
Sa benytter vi startbetingelsene:
X, =5 C,-3+C,-(-1)" =5 C,+C,=5
2SS S
Yo =1 ~1C,-3°+C,-(-1)° =1 -3C,+C, =1
Multipliserer nederste likning med 3 og legger sammen likningene. Far da
4C,=8 < C,=2.
Av den gverste likningen far vi nd
C,=5-C,=5-2=3.
Da har vi lgsningen
X,=3-3"+2.(-1)"=3"" 4 2.(-1)

y,=-1:3-3"+2.(-1)"=-3"+2-(-1)"
X, =—2X, +Y, X, =3
yn+1:4xn+yn ’ y0:2

Forskyver den gverste likningen ett trinn utover i tallfglgene:

X2 = _2Xn+1 + Yo = —2X X1 (4X + yn)
Av den gverste likningen finner vi na

y n+l+2x
som settes inn:
Xn+2=_2 n+1+4X +( n+l+2x) n+l+6x
Den karakteristiske likningen blir
—1+J1-4-(- 1+ 2
Pot46 o P1-6-0 o t=—= 124(6): 12—5={ ;

Dermed blir
x =C,-2"+C,-(=3)".
Av den gverste likningen finner vi na
Y, =X, +2% =(C, 2"+ C, - (=3)") + 2(C, - 2" + C, - (-3)")
=C,-2:2"+C,-(-3)-(-3)"+2C,- 2"+ 2C, - (-3)"
=C,-2"(2+2)+C,-(-3)"(-3+2)=4C,-2"-C, - (-3)"
Sa benytter vi startbetingelsene:
X, =3 C,-2°+C,(-3)"=3 C,+C,=3
= . =
Yo=2 4C,-2°-C,-(=3)" =2 4C,-C, =2
Legger sammen likningene, og far
5C,=5 & C, =1.
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Matematikk for ingenigrer.
Tallfalger. Side 73

Av den gverste likningen far vi nd
C,=3-C,=3-1=2.

Da har vi lgsningen
x, =1.2"+2.(=3)"=2"+2-(=3)"

y, =4-1.2"-2.(=3)" =2"? - 2.(=3)"
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